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ВВЕДЕНИЕ.





Математические понятия.

1. Во всякой математической науке могут встретиться следующие понятия:

Определения. Поясняют, какой смысл придается тому или иному названию. 

Например, в арифметике мы встречаем определение наименьшего кратного, наибольшего общего делителя и т.п.

Аксиомы. Это очевидные истины, которые мы принимаем без доказательств.

 Например:


Если каждая из двух величин равна одной и той же третьей величине, то они равны между собой.


Если к равным величинам прибавить поровну или от равных величин отнять поровну, то равенство не нарушится.


Если к неравным величинам прибавить поровну или от неравных величин отнять поровну, то смысл неравенства не изменится, т.е. большая величина останется большей.

Теоремы. Это утверждения, справедливость которых обнаруживается только после некоторого рассуждения (доказательства). 

Например, арифметическая истина: 

“если сумма цифр делится на 9, то число делится на 9”.

Следствия. Это утверждение - непосредственный вывод из аксиомы или теоремы.

Например,    из теоремы 

“в геометрической пропорции произведение крайних членов равно произведению средних”, 

выводится     следствие 

“ крайний член равен произведению средних, деленному на другой крайний”.

2.Состав теоремы. Во всякой теореме есть две части : условие и заключение. 

Условие - это данные, 

заключение - то что требуется доказать.

Например, в теореме: 

“если сумма цифр делится на 9 , то число делится на 9”, то число делится на 9”.

условие - “если сумма цифр делится на 9”

заключение - “то число делится на 9”

Условие и заключение теоремы могут состоять и из нескольких отдельных частей. 

Например: 

“если число делится на 2 и на 3, то оно делится на 6” 

Условие состоит из двух частей: “ если число делится на 2 и если число делится на 3”.


Любую теорему можно выразить словами так, что ее условие будет начинаться словом “если”, а заключение словом “то”.

3. Обратная теорема. Теоремой обратной данной теореме называют такую, в которой условием поставлено заключение или его часть, а заключением условие или его часть. 

Например, следующие две теоремы обратны друг другу:

	Если сумма цифр делится на 9,
	Если число делится на 9,

	то число делится на 9
	то сумма цифр делится на 9.



Если одну из этих теорем назовем прямой теоремой, то вторую следует назвать обратной.


В этом примере обе теоремы, и прямая и обратная, оказываются верными. Но так бывает не всегда. 

Например теорема: 

“если каждое слагаемое делится на одно и то же число, то и сумма делится на то же число” - верна, но неверно обратное утверждение: 

“если сумма делится на какое-нибудь число, то каждое слагаемое разделится на него.” 
4. Противоположная теорема. Теоремой, противоположной данной теореме, называется такая, в которой условие и заключение представляют собой отрицание условия и заключения данной теоремы. 

Например, теореме :

“если сумма цифр делится на 9, то и число делится на 9” 

соответствует такая противоположная: 

“если сумма цифр не делится на 9, то число не делится на 9”.

Но верность прямой теоремы еще не служит доказательством противоположной. 

Например, противоположное утверждение: 

“если каждое слагаемое не делится на одно и то же число, то и сумма не разделится на это число” - не верно, тогда как прямое утверждение верно.

5. Зависимость между теоремами: прямой, обратной и противоположной.

Выразим теоремы сокращенно так:

1. Прямая теорема: если есть А, то есть и В.

2. Обратная теорема: если есть В, то есть и А.
3. Противоположная прямой : если нет А, то нет и В.

4. Противоположная обратной : если нет В, то нет и А.

Рассматривая эти утверждения, легко заметить, что первое из них находится в таком же отношении к четвертому, как второе к третьему, а именно: утверждения 1 и 4 обратимы одно в другое, также как 2 и 3.


Действительно, из утверждения “если есть А, то есть и В”, непосредственно следует: “если нет В, то нет и А” (так как если бы А было, то согласно первому утверждению было бы и В). 


И наоборот, из утверждения “если нет В, то нет и А”, выводим: “если есть А, то есть и В” (так как если бы В не было, то не было бы и А). 

Точно так же можно убедиться, что из 2 утверждения следует 3, и наоборот.


Поэтому, чтобы быть уверенным в справедливости всех четырех теорем, нет надобности доказывать каждую из них отдельно, а достаточно ограничиться доказательством только двух: прямой и обратной или прямой и противоположной.

________

Прямая линия, плоскость. Понятие о геометрии.

6. Геометрические фигуры. Всякая ограниченная часть пространства называется геометрическим телом. 


Из этого определения следует, что всякая часть геометрического тела есть также геометрическое тело.


То, чем отделяется геометрическое тело от остального пространства, называется поверхностью.

Какая-либо часть поверхности, ограничивающей геометрическое тело, также называется поверхностью.


Граница поверхности, или то, что отделяет часть поверхности от смежной с ней части поверхности называется линией.

Часть линии - также линия.


Граница линии , или то, что отделяет часть линии от смежной с ней частью линии, называется точкой.

Геометрическое тело, поверхность, линия и точка не существуют в природе раздельно. Однако, отвлеченно мы можем рассматривать поверхность независимо от геометрического тела, линию - независимо от поверхности и точку - независимо от линии.


 При этом поверхность мы должны представлять себе не имеющей толщины, линию - не имеющей ни толщины, ни ширины и точку, не имеющей ни длины, ни ширины, ни толщины.


Всякая линия содержит в себе бесчисленное множество точек. Линию можно рассматривать как след точки, движущейся в пространстве определенным образом. Если, например, мы острие карандаша двигаем по бумаге, то след этого движения на бумаге - приблизительно линия; приблизительно потому, что острие карандаша не представляет собой геометрической точки, а потому линия, проведенная на бумаге имеет некоторую ширину (и даже толщину). Чем острее заточен карандаш, тем больше его острие приближается к геометрической точке, а линия проведенная им, к геометрической линии.


Всякая поверхность содержит в себе бесчисленное множество линий, которые можно проводить на этой поверхности. Поверхность тоже можно рассматривать как след линии, двигающейся в пространстве известным образом.


Совокупность каких бы то ни было точек, линий, поверхностей или тел, расположенных известным образом в пространстве, называется геометрической фигурой.
7. Геометрия. Наука, рассматривающая свойства геометрических фигур, называется геометрией, что в переводе с греческого языка означает землемерие. Такое название этой науке было дано потому, что в древнее время главной целью геометрии было измерение расстояний на земной поверхности.

8. В самом начале геометрии должно быть указано следующее свойство фигур:

Аксиома пространства.


Всякую геометрическую фигуру можно перенести (точнее представить себе перенесенною) из одного места пространства в какое угодно другое, не нарушая ни величины составляющих фигуру частей, ни их взаимного расположения.

9. Прямая линия. Всякий знает, что такое прямая линия, или просто прямая, представление о которой нам дает туго натянутая нить. Понятие о прямой элементарно, т.е. оно не может быть определено с помощью других более простых понятий.


На чертеже прямую изображают в виде тонкой черты, проведенной от руки или по линейке.


Прямая линия обладает следующими очевидными свойствами:

Аксиомы прямой.

1. Через любые две точки пространства можно провести прямую и притом только одну.

2. Прямую можно продолжать без конца в обе стороны от каждой ее точки.

Из первой аксиомы следует:


Если две прямые наложены одна на другую так, что какие - нибудь две точки одной прямой совпадают с двумя точками другой прямой, то эти прямые сливаются и во всех остальных точках (потому что в противном случае через две точки можно было бы провести две различные прямые, что противоречит аксиоме 1).

По той же причине две прямые могут пересечься только в одной точке.

10. Прямая конечная и бесконечная. Если прямую представляют продолженной в обе стороны бесконечно, то ее называют бесконечной или неограниченной прямой. Конечно, такую прямую изобразить на чертеже невозможно. Изображают лишь какую-то ее часть и мысленно воображают, что эта часть продолжена в обе стороны бесконечно. Прямую обозначают обыкновенно двумя буквами, поставленными у двух каких-либо ее точек. И говорят “ прямая АВ или ВА” (черт.1)

А



В

 


Черт. 1


Часть прямой, ограниченная с обеих сторон, называется конечной прямой или отрезком прямой; такая прямая обозначается двумя буквами, поставленными у ее концов (отрезок СD, черт. 2).


С

Черт. 2

Иногда отрезок прямой, соединяющий две точки называют расстоянием между ними.


Иногда рассматривают прямую, ограниченную только с одной стороны, например, в точке Ф (черт. 3).

A (

Черт. 3

О такой прямой говорят, что она исходит из точки A .

Ее называют также полупрямой или лучем.
11. Равенство и неравенство отрезков.


Два отрезка прямой считаются равными, если они могут быть наложены друг на друга так, что совмещаются.

Предположим, что мы накладываем отрезок AB на отрезок СD (черт. 4) так, чтобы точка Ф совпала с точкой С, и чтобы прямая AB пошла по СD.

Если при этом концы B и D совпадут, то AB = СD .

В противном случае отрезки считаются неравными, причем меньшим будет тот, который составит только часть другого.

Чтобы на какой-нибудь прямой отложить отрезок равный данному, пользуются циркулем.

12. Сумма отрезков. Суммой нескольких данных отрезков прямой называется такой новый отрезок прямой, который составлен из частей, соответственно равных данным отрезкам. 

Предположим, например, требуется найти сумму двух отрезков AB и СD    (черт. 4) .
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Черт. 4

Для этого на какой-нибудь прямой берем произвольную точку M и откладываем от нее часть MN, равную AB . 

Затем от точки N в том же направлении откладываем часть  NP, равную  СD. 

Отрезок MP ,  будет суммой данных отрезков  AB и СD, которые по отношению к этой сумме называются слагаемыми. 

Подобным образом можно получить сумму трех и более отрезков.

Сумма отрезков прямой обладает общим свойством всякой суммы: она не зависит от порядка слагаемых (свойство переместительности).

Из понятия суммы выводятся понятия разности, произведения и частного отрезков. 

Так, разность отрезков AB и СD (если СD > AB) есть третий отрезок, сумма которого с  AB  образует СD . 

Произведение отрезка AB на отвлеченное число 3 есть сумма трех отрезков, каждый из которых равен AB и т.п.

13. Плоскость. Плоскостью называется поверхность, обладающая тем свойством, что прямая, проходящая через две произвольные точки этой поверхности, лежит на ней всеми остальными своими точками.

Предположим, например, что мы желаем убедиться, будет ли плоскостью поверхность стола. Для этого берем хорошо выверенную линейку и прикладываем ее краем в различных направлениях к поверхности стола так, чтобы какие-либо две точки линейки лежали на этой поверхности. Если при этом окажется, что в каком бы направлении мы линейку ни приложили, все остальные ее точки будут лежать на поверхности стола, то эта поверхность есть плоскость.

Существование плоскости в пространстве принимается за аксиому.

Укажем следующее свойство плоскости, которое мы примем здесь без доказательства (доказательство излагается в начале курса стереометрии).:


Всякую плоскость можно наложить (точнее представить себе наложенною) всеми ее точками на другое место этой или другой плоскости, причем накладываемую часть можно предварительно перевернуть другой стороной.

14. Разделение геометрии. Геометрия разделяется на две части: планиметрия и стереометрия. Планиметрия рассматривает свойства таких фигур, все части которых размещаются на одной плоскости; стереометрия - свойства таких фигур, не все части которых размещаются в одной плоскости.

ПЛАНИМЕТРИЯ
КНИГА 1

ПРЯМАЯ ЛИНИЯ

ГЛАВА 1.

Углы.

Предварительные понятия.

15. Определения. Когда  два луча (AO и OB, черт. 5) исходят из одной точки, то фигура, образованная этими лучами (вместе с частью плоскости, ограниченной ими), называется углом. 





Черт.5

Лучи, образующие угол называются сторонами .

Точка из которой они исходят - вершиной угла. 

Стороны угла следует представлять себе бесконечно продолженными от вершины.

Угол обыкновенно обозначается тремя буквами, из которых средняя ставится у вершины, а крайние у каких-нибудь точек сторон. 

Например, говорят “угол АОВ или угол ВОА” (черт. 5). 

Но можно обозначать угол и одной буквой, поставленной у вершины, если при этой вершине других углов нет. Мы иногда будем обозначать угол цифрой, поставленной внутри угла у вершины.

Слово “угол” на письме часто заменяется знаком ( .

Если из вершины угла (черт.5) проведем внутри него (т.е. в той части плоскости, которая принадлежит углу) какие-нибудь прямые OD, OE, . . . то образовавшиеся при этом углы AOD, DOE, EOB . . . рассматриваются как части угла OAB.

Когда два луча исходят из одной точки, то строго говоря они образуют не один угол, а два угла (черт. 5a).





Черт. 5 a

Эти два угла равны друг другу лишь в том случае, когда лучи AO и OB составляют одну прямую (черт. 5b).

[image: image2.png]





Черт. 5b

Такой угол называют  развернутым  углом.

Обычно, говоря об угле AOB имеют ввиду тот из углов, который меньше развернутого.

Мы можем представить себе образование угла и несколько иначе. Если мы возьмем луч OA и повернем вокруг точки O, то начальное OA и конечное OB положение луча образует угол (черт. 5 с)




Черт. 5с

Продолжая вращать луч в том же направлении, мы будем получать все новые и новые углы. Мы доберемся до развернутого угла, пройдем его, и наконец луч вернется в свое первоначальное положение. В этом случае угол будет называться полным углом (черт. 5d)




Черт. 5d

16. Равенство и неравенство углов. Два угла считаются равными, если при наложении они могут совместиться.


Предположим, например, что мы накладываем угол AOB на угол A1O1B1 (черт. 6) так, чтобы вершина O совпала с вершиной O1, сторона OB пошла по стороне O1B1 и чтобы углы покрыли друг друга.







Черт. 6

Если при этом сторона OA совместится с O1A1, то углы равны; если же OA пойдет внутри угла  A1O1B1  или вне его, то углы не равны, причем тот из них будет меньше, который составит часть другого угла.


Мы принимаем как очевидное, что внутри всякого угла из его вершины можно провести луч (и притом только один), который делит этот угол пополам. 

Такой луч называется биссектрисой угла (черт.7).





Черт.7

17. Сумма углов. Суммой данных углов называется угол, составленный из частей, соответственно равных данным углам. 


Так, чтобы получить сумму углов AOB и A1O1B1 (черт. 8), строят угол MNP, равный одному из данных углов, например AOB, и к нему пристраивают угол PNQ, равный другому данному углу A1O1B1, так, чтобы у обоих углов оказалась общая вершина N и общая сторона NP, и чтобы углы были расположены по разные стороны от общей стороны NP. Полученный таким образом угол MNQ есть сумма углов AOB и A1O1B1. Подобным образом может быть составлена сумма трех и более углов.









Черт.8


Сумма углов обладает свойством переместительности, т.е. она не зависит от порядка слагаемых. 


Из понятия о сумме углов выводятся понятия об их разности, произведении и частном.

Замечание Может случиться, что строя сумму углов указанным образом, мы заполним все плоское пространство кругом их общей вершины, и даже более того, будем вынуждены налагать углы один на другой, покрывая пространство вокруг общей вершины во второй раз, в третий и т.д.. В этом случае понятие о сумме углов необходимо расширить на основе следующих определений:

1. Две суммы углов : а1 + а2 + а3 +. . . + аN   и  b1 + b2+ b3+. . . + bM  считаются равными, если строя их указанным способом, 

начиная от одного и того же луча ОА,

в одном направлении 

вокруг общей вершины О, мы для каждой суммы

во-первых обойдем пространство вокруг точки О одинаковое число раз

во-вторых последняя сторона угла AN совпадет с последней стороной угла BM.

2. Если же эти условия не выполнены, суммы считаются неравными, причем та будет меньше, к которой надо приложить еще некоторый угол или несколько углов, чтобы получить вторую сумму.

_________________

Свойства прямого угла

18. Определения. Два угла (AOB и BOС, черт. 9) называются смежными, если одна сторона у них общая, а две другие стороны составляют прямую линию.







Черт.9


Черт.10

Когда два смежных угла равны (черт. 10), то общая сторона их OB называется перпендикуляром к прямой AC, на которой лежат другие стороны. 

Если же смежные углы неравны (черт. 9), то общая сторона OB называется наклонной к AC. 

В том и в другом случае точка O называется основанием (перпендикуляра или наклонной).

Каждый из равных смежных углов называется прямым.

Говорят “восставить к прямой перпендикуляр”, если этот перпендикуляр приходится проводить через точку, взятую на прямой, и “опустить на прямую перпендикуляр”, если он проводится через точку, взятую вне прямой.

Что смежные углы могут быть равны, видно из следующей теоремы.

19. Теорема. Из всякой точки прямой можно, по ту и другую сторону от этой прямой, восставить к ней перпендикуляр и притом только один.






Черт.11

1.  Проведем из точки О какой-нибудь луч ОС. Тогда образуется 2 смежных угла: АОС и СОВ. 

Если случится, что углы эти равны друг другу, то тогда их общая сторона ОС будет перпендикуляром к АВ.

Если же углы АОС и СОВ окажутся неравными, то один из них должен быть меньше другого.

Пусть АОС меньше СОВ.

Тогда от большего угла СОВ мы можем отделить часть С1ОВ равную углу АОС. После этого от угла СОВ останется некоторый угол СОС1.

Проведем биссектрису этого угла OD.

Она будет перпендикуляром к AB так как смежные углы AOD и DOB , состоящие из соответственно равных частей (АОС = С1ОВ и СOD = DOС1), равны между собой.

2. Всякий другой луч OD1 , исходящий из точки О и расположенный по ту же сторону от AB, по которую лежит OD, не может образовать с AB равных смежных углов, так как

AOD1 > AOD,

   а

D1OB < DOB 

и следовательно углы AOD1 и  D1OB не могут быть равны.

Таким образом нельзя восставить другого перпендикуляра к AB из точки О по ту сторону от AB, по которую лежит перпендикуляр OD.

Точно так же убедимся, что по другую сторону от AB можно восставить из точки О перпендикуляр к AB и притом только один.

20. Теорема.  Все прямые углы равны между собой.










         Черт. 12

Пусть смежные углы при вершинах О и О1 (черт.12) прямые, т.е.

(АОВ = (ВОС

 и 

(А1О1В1 = ( В1О1С1 .

Требуется доказать, что прямые углы первой пары равны прямым углам второй пары.

Наложим фигуру АОВС на фигуру А1О1В1С1  так, чтобы 

точка  О совпала с О1 ,

прямая  АС пошла по А1С1 и чтобы

луч  ОВ оказался по ту же сторону от А1С1 , по которую расположен луч О1В1.

Тогда ОВ совпадет с О1В1, потому что в противном случае из одной точки О1 прямой А1С1 можно было бы восставить к ней, по одну и ту же сторону, два перпендикуляра, что, по доказанному выше, невозможно.

Если же лучи ОВ и О1В1 совпадут, то это значит, что (АОВ = (А1О1В1 и (СОВ = (С1О1В1,   что и требовалось доказать.

21. Определения. Из доказанной теоремы следует, что прямой угол представляет собой постоянную величину (ее обыкновенно обозначают знаком d , т.е. начальной буквой французского слова droit, прямой). Вследствие этого обыкновенные углы сравнивают по величине с прямым углом.






Черт.13

22а. Черчение прямого угла. Прямой угол легко начертить с помощью линейки и чертежного треугольника. Чтобы начертить прямой угол при точке С прямой АВ (черт.14) можно поступить так:

приставим к этой прямой линейку, а к линейке чертежный треугольник, как показано на чертеже, и будем двигать треугольник вдоль линейки до тех пор пока вершина прямого угла не совпадет с точкой С. Остается затем провести по стороне прямого угла прямую СD.




Черт.14

Прямой угол может быть изображен в любом положении (Черт.15)
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Черт.15

22б. Проверка чертежного треугольника. Чтобы проверить чертежный треугольник, надо начертить прямую линию, взять на ней какую-нибудь точку и, приняв луч за сторону угла, построить при помощи треугольника прямой угол с вершиной в данной точке. Затем чертежный треугольник надо перевернуть, приложить той же стороной прямого угла к этой прямой в противоположном направлении от вершины и построить второй прямой угол с вершиной в той же точке. Если начерченные прямые совпадут, то чертежный треугольник верен, если же не совпадут, то треугольник не верен (Черт.16)








Черт. 16

23. Доказательство наложением. Прием, которым мы доказывали теорему о равенстве прямых углов (20) , называется доказательством посредством наложения.
Наложение одной плоской фигуры на другую всегда можно выполнять в такой последовательности:

1. Мы можем любую точку одной фигуры совместить с любой точкой другой фигуры; например (черт.12) точку О с О1 .

2. После совмещения двух точек мы можем, вращая накладываемую фигуру вокруг совпавшей точки, совместить в обеих фигурах два любых луча, исходящих из совпавших точек; например (черт.12) ОС с О1С1 .

3. После совмещения двух точек и двух лучей мы можем, вращая накладываемую фигуру вокруг совпавшего луча,  как около оси, расположить эту фигуру или по ту или по другую сторону от совпавшего луча.

Например (черт.12)  после совмещения точек О и О1 и лучей ОС и О1С1, мы можем расположить фигуру АОВС или так, что луч ОВ пойдет к верху от О1С1 или к низу от него.

После этого наш произвол заканчивается; совпадут ли другие части фигур, зависит от свойств самих фигур.

_______________

Свойства смежных и вертикальных углов.

24. Теорема. Сумма двух смежных углов равна двум прямым углам.







Черт.17

Восставим из точки О к прямой АС перпендикуляр OD. Мы разбили угол АОВ на две части AOD и DOB так, что можно написать:

(AOB = ( AOD+( DOB

Прибавим к обеим частям этого равенства по одному и тому же углу BOС, отчего равенство не нарушится:


( AOB + ( BOС = ( AOD + ( DOB + ( BOС
Так как сумма DOB + BOС составляет прямой угол DOС, то 

( AOB+ ( BOС = ( AOD + ( DOС = d + d = 2d, 

что и требовалось доказать.

25. Следствия.
1. Сумма углов (AOB, BOС, СOD, DOE черт.18), расположенных вокруг общей вершины (O) по одну сторону прямой (AE) равна  2d,






Черт.18

2. Сумма углов (AOB, BOС, СOD, DOE, EOA черт.19), расположенных вокруг общей вершины (O) по обе стороны какой-нибудь прямой (DM), равна 4 d, 






Черт.19

26. Обратная теорема. Если сумма двух углов, имеющих общую вершину и общую сторону и не покрывающих друг друга, равна двум прямым углам (2d), то такие углы - смежные, т.е. две другие их стороны составляют прямую линию.




Черт.20

Пусть даны два угла: АОВ и ВОС, имеющие общую вершину О и общую сторону ОВ и не покрывающие друг друга. Кроме того, известно, что сумма их равна 2d.

Требуется доказать, что при этих условиях ОС есть продолжение АО - прямая линия.

Для доказательства продолжим сторону АО за точку О и допустим, что это продолжение пойдет по некоторому направлению OD, не сливающемуся с ОС. Посмотрим, к чему приведет нас это допущение.

Так как углы AOИ и BOD смежные, то по доказанному прежде (24):

AOB+ BOD= 2d

С другой стороны, согласно условию нашей теоремы:

AOB+ BOС = 2d
Правые части этих двух равенств равны, следовательно равны и левые (две величины равные порознь одной и той же третьей величине, равны между собой):

AOB + BOD = AOB + BOС
Отняв от равных сумм по одному и тому же углу AOB , мы должны получить равные остатки:

BOD = BOС

Это равенство невозможно: из чертежа непосредственно видно, что углы BOD и BOС не равны, так как один из них составляет часть другого.

Если в результате рассуждения мы получаем невозможный (нелепый) вывод, то это может произойти или от того, что мы неверно рассуждали, или от того, что наше рассуждение было основано на невозможном допущении. 

Рассуждение наше было правильно. 

Значит причина нелепого вывода заключается в невозможности допущения, будто продолжение стороны АО не сливается с ОС. 

Но если это предположение невозможно, то остается только одно. 

Продолжение АО есть ОС - прямая линия (следовательно наш чертеж сделан неправильно); что и требовалось доказать.

27. Следствие. Если из одной точки ( O черт.21 ) прямой (AB) восстивить к ней, по каждую ее сторону, перпендикуляры, то эти перпендикуляры образуют одну прямую (СD) ,





Черт.21

28. Определение. Прямая СВ (черт.21) части которой OС и OD служат перпендикулярами к прямой AB , называется прямой перпендикулярной к AB.

Если прямая СD перпендикулярна к прямой AB, то и наоборот: AB перпендикулярна к СD, потому что части OA и OB служат также перпендикулярами к СD. Поэтому прямые AB и СD называются взаимноперпендикулярными.

То, что две прямые  AB и СD взаимноперпендикулярны, выражают письменно так  AB ( СD.

29. Доказательство от противного. Способ, которым мы доказывали обратную теорему о смежных углах (26), называется доказательством от противного, или приведением к нелепости (reductio ad absurdum). 


Первое название этот способ получил потому, что в начале рассуждения делается предположение противное (противоположное) тому, что требуется доказать. 


Приведением к нелепости он называется вследствие того, что, рассуждая на основании сделанного предположения, мы приходим к нелепому выводу (к абсурду). Получение такого вывода заставляет нас отвергнуть сделанное в начале допущение и принять то, которое требовалось доказать.

30. Определение. Два угла называются вертикальными, если стороны одного составляют продолжение сторон другого.

Так, при пересечении двух прямых AB и СD (черт.22) образуются две пары вертикальных углов: AOD и СOB,   AOС и DOB .

31. Теорема. Два вертикальных угла равны.





Черт.22

По свойству смежных углов можем написать:

AOD + DOB = 2d

DOB + BOС = 2d

Значит:   AOD + DOB = DOB + BOС

Отняв от обеих частей этого равенства по углу DOB , получим:

AOD = BOС , что и требовалось доказать.

Подобным же образом докажем, что AOС = DOB.

32. Теорема. Из всякой точки вне прямой можно опустить на эту прямую перпендикуляр и притом только один.





Черт.23

Перегнем чертеж по прямой АВ так, чтобы верхняя его часть легла на нижнюю. 

Тогда точка М займет некоторое положение N. 

Отметив это положение, приведем чертеж в прежний вид и затем соединим точки М и N прямой линией.

Теперь докажем, что полученная прямая MN перпендикулярна к АВ, а всякая иная прямая, исходящая из М, например MD, не перпендикулярна к АВ.

Для этого перегнем чертеж вторично. Тогда точка М снова совместится с N, а точки С и D останутся на своих местах.

Следовательно прямая МС совпадет с NС, а MD с DN. 

Из этого следует, что 

( MСB = ( BCN   и    ( MDС е ( СDN.

Но углы MСB и BСN смежные и, как теперь видим, равные.

Следовательно каждый из них есть прямой, а потому MN ( AB.

Так как линия MDN не прямая (потому что между точками M и N не может быть двух различных прямых), то сумма двух равных углов MDС и СDN не равна 2d. 

Поэтому угол MDС не прямой, и, значит, MD не перпендикулярна к АВ. 

Таким образом, другого перпендикуляра из точки M на прямую АВ опустить нельзя.

Замечание. Чтобы опустить перпендикуляр на прямую из данной точки, можно пользоваться линейкой и чертежным треугольником (см. черт. 14).

Упражнения.

Доказать, что:

1. Биссектриссы двух вертикальных углов составляют продолжение одна другой.

2. Биссектриссы двух смежных углов перпендикулярны.

3. Если при точке О прямой АВ (черт.22) построим по разные стороны от АВ равные углы AOD и BOС, то стороны их OD и OС составляют одну прямую. (теорема, обратная теореме 31).

4. Если из точки О (черт.22) проведем прямые OA, OD, OB, OС так, что

 (AOС = (DOB и (AOD =(СOB, то OB есть продолжение OA 

и OD продолжение OС.

_________________

ГЛАВА 2

Треугольники и многоугольники.

Понятие о многоугольнике и треугольнике.

33. Ломаная линия. Линия называется ломаной, когда она состоит из отрезков прямой, не расположенных на одной прямой (черт.24 или 25). Эти отрезки называются сторонами ломаной, а вершины углов, образуемых соседними отрезками - ее вершинами. Ломаная линия обозначается рядом букв, поставленных у ее вершин.





Черт.24



Черт.25

Ломаная ABСDE называется выпуклой, если она вся расположена по одну сторону от каждого составляющего ее отрезка, продолженного неопределенно в обе стороны. Такая линия обладает следующим свойством:

Выпуклая ломаная не может пересечься с прямой линией более, чем в двух точках.

Действительно, если бы ломаная пересеклась с какой-нибудь прямой в трех и более точках А, В, и С (черт.23), то она была бы расположена по разные стороны отрезка, проходящего через точку В. Значит такую ломаную нельзя было бы назвать выпуклой.

Когда концы ломаной сходятся в одну точку, она называется замкнутой.

34. Многоугольник. Фигура, образованная замкнутой ломаной линией (вместе с частью плоскости, ограниченной этой ломаной) называется многоугольником (черт 26).




 




Черт.26

Стороны этой ломаной называются сторонами многоугольника. 

Углы, составленные каждыми двумя соседними сторонами называются углами многоугольника. 

Их вершины - вершинами многоугольника.
Многоугольник называется выпуклым, если он ограничен выпуклой ломаной линией. Таков, например многоугольник ABСDE, изображенный на чертеже 26. (многоугольник MNPQRS нельзя назвать выпуклым).

Всякая прямая (например AD), которая соединяет вершины двух углов многоугольника, не прилежащих к одной стороне, называется диагональю многоугольника.
Сумма всех сторон многоугольника называется  его периметром.

Два многоугольника, как и вообще любые две геометрические фигуры, считаются равными, если они при наложении могут быть совмещены.

Фигуры, которые совмещаются при наложении, называются конгруентными. Следовательно равными фигурами называются конгруентные фигуры.
Наименьшее число сторон в многоугольнике три. По числу сторон многоугольник называют треугольником, четырехугольником, пятиугольником и т.д..

Для краткости слово “ многоугольник” мы часто будем изображать так: мн-к.

35. Разделение треугольников. Треугольники разделяются или по сравнительной длине их сторон, или по характеру их углов. Относительно длины сторон они бывают:

разносторонние (черт.27), когда все стороны различной длины

равнобедренные (черт.28), когда две стороны одинаковы,

равносторонние (черт.29), когда все стороны равны.
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Черт.27

   Черт.28
    
    Черт.29

Относительно характера углов треугольники бывают:

остроугольные, когда все углы острые (черт. 27)

прямоугольные (черт. 30), когда в числе углов есть прямой угол,

тупоугольные (черт.31) , когда в числе углов есть тупой угол.









Черт.30



Черт.31

В прямоугольном треугольнике стороны, образующие прямой угол называются катетами, а сторона, лежащая против прямого угла - гипотенузой.
36. Главнейшие линии в треугольнике. Одну из сторон треугольника обычно называют основанием, вершину противоположного угла - вершиной тр-ка., а перпендикуляр, опущенные из вершины на основание или на его продолжение - его высотой.
Так, если в тр-ке ABС (черт.32 или 33) за основание принята сторона AC, то B будет вершиной, а BD высотой тр-ка.





Черт.32



Черт.33

В равнобедренном тр-ке основанием обыкновенно называют сторону, не принадлежащую к равным.

Конечная прямая BE (черт. 32 или 33), соединяющая вершину какого-либо угла тр-ка с серединой противоположной стороны называется медианой тр-ка.

Конечная прямая BF (черт.32), делящая какой-нибудь угол тр-ка пополам называется биссектрисой угла тр-ка (в общем случае, биссектриса не совпадает с медианой). 

Очевидно, что во всяком тр-ке есть три медианы, три биссектрисы и три высоты (опущенные на каждую из трех сторон).

На письме слово “треугольник” заменяется иногда знаком  (
(мы сокращенно часто обозначаем это слово так: тр-к).

____________

Свойства равнобедренного треугольника.

37. Теорема. В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при вершине служит одновременно и медианой , и высотой.





Черт.34

Представим себе, что (ABD повернут вокруг стороны BD так, чтобы он совпал с   (BDС.

Тогда вследствие равенства углов 1 и 2, сторона AB совпадет с BС, а вследствие равенства этих сторон точка А совпадет с С.

Потому DA совместится с DС и (4 с ( 3. 

Значит DA = DC и (3 = (4 . 

Из того что DA=DC следует, что BD - медиана.

Из того, что (3 е(4 следует, что эти углы прямые, и значит BD - высота (ABС.

38. Следствие 1-е. Мы видим, что в равнобедренном тр-ке ABС (черт.34) одна и та же прямая BD обладает 4-мя свойствами: она является

биссектрисой угла при вершине,

медианой, проведенной к основанию,

высотой, опущенной на основание и, наконец,

перпендикуляром к основанию, восставленным из его середины.
Так как каждое из этих 4-х свойств вполне определяет положение прямой BD, то существование одного из них влечет за собой все остальные.

Например, высота, опущенная на основание равнобедренного треугольника, служит одновременно биссектрисой угла при вершине, медианой, проведенной к основанию и перпендикуляром к основанию в его середине.

Действительно,

во-первых, эта высота должна служить биссектрисой угла при вершине, потому что в противном случае, проведя такую биссектрису, мы имели бы две различные высоты на одну и ту же сторону тр-ка, что невозможно;

во-вторых, эта высота, будучи биссектрисой, должна быть, по доказанному, и медианой и, следовательно перпендикуляром к основанию в его середине.

39. Следствие 2-е. Из того, что тр-ки ABD и BDС (черт.34) совмещаются всеми своими частями, следует, что (A=(С, т.е.

 в равнобедренном треугольнике углы при основании равны.

____________

Признаки равенства треугольников.

40. Предварительные понятия. Так как равными треугольниками называются такие, которые при наложении могут быть совмещены, то в таких тр-ках равны все соответствующие их элементы, т.е. стороны, углы, высоты, медианы и биссектрисы. 


Однако для того, чтобы утверждать, что два треугольника равны, нет необходимости знать равенство всех их элементов; достаточно убедиться в равенстве только некоторых из них. Следующие теоремы излагают три главнейших признака равенства тр-ков. 

 41. Теоремы. Два треугольника равны :

1. Если две стороны и угол, заключенный между ними, одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу, заключенному между ними, другого треугольника.

2. Если два угла и прилежащая к ним сторона одного треугольника соответственно равны двум углам и прилежащей к ним стороне другого треугольника.

3. Если три стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам другого треугольника.

***

1.

 [image: image5.png]B







Черт.35

Наложим ( ABС на (A1B1С1  так, чтобы точка A совпала с A1 и сторона AC пошла по A1С1.

Тогда 
вследствие равенства этих сторон, точка С совместится с С1  .

Вследствие равенства углов A и A1 сторона AB пойдет по 
стороне A1B1 , 

а вследствие равенства этих сторон точка B совпадет с точкой B1 

поэтому сторона СB совместится с С1B1 (между двумя точками можно провести только одну прямую), и треугольники совпадут.

Значит они равны.

_____________________________________________________________________
2. 
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Черт.36

Наложим (ABС на  ( A1B1С1 так, чтобы точка С совпала с С1 и сторона СB пошла по С1B1.
Тогда
вследствие равенства этих сторон точка B совпадет с B1 ,

а вследствие равенства углов B и B1 , С и С1 сторона BA пойдет по B1A1 и сторона СA по С1A1 .

Так как две прямые могут пересечься только в одной точке, то вершина Ф должна совпасть c A1.
Таким образом треугольники совместятся. 

Значит они равны.

_____________________________________________________________________

3.
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Черт. 37


Доказывать этот признак равенства наложением, как мы это делали для первых двух признаков было бы неудобно, так как, не зная ничего о величине углов, мы не можем утверждать, что при совпадении двух равных сторон совпадут и остальные. Употребим иной прием доказательства.

Приложим (ABС к (A1B1С1 так, чтобы у них слились равные стороны AC и A1С1. Тогда ( ABС займет положение A1С1B2.

Соединим прямой точки B1 и B2 . Мы получили два равнобедренных треугольника A1B1B2   и B1С1B2  с общим основанием B1B2 .

Но в равнобедренном треугольнике углы при основании равны (39).

Следовательно (1=(2  и  (3=(4, поэтому и ( A1B1С1 = ( A1B2С1 = ( B

Но в таком случае тр-ки должны быть равны, так как две стороны и угол между ними одного треугольника равны соответственно двум сторонам и углу между ними другого треугольника. 

Может случиться, что прямая В1В2 не пересечется с А1С1 , а пройдет вне треугольников (если сумма углов С и С1 больше 2d ), или сольется с линией В1С1В2 (если С+С1 = 2d ). Доказательство остается таким же, лишь с той разницей, что углы В1 и В2 будут равны не как суммы равных углов, а как их разности, или как углы при основании равнобедренного тр-ка. Предлагаем учащимся самим разобрать оба этих случая.

Замечание. В равных треугольниках против равных сторон лежат равные углы и против равных углов лежат равные стороны.
_________________
Соотношения между углами и сторонами треугольника. 

42. Теорема. Если какую-нибудь сторону треугольника продолжить в одном направлении, то образовавшийся при этом внешний угол больше каждого внутреннего угла, не смежного с ним.
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Черт. 38
Проведем медиану AE треугольника ABС  и продолжим ее на длину EF, равную AE.     Соединим F с С.

Рассмотрим тр-ки ABE и EFС. 

Они равны, так как при точке E они имеют по равному углу, заключенному между двумя соответственно равными сторонами.

Из равенства треугольников следует, что углы B и EСF, лежащие против равных сторон AE и EF, равны.

Но угол EСF, составляя только часть внешнего угла BСD, меньше его.

Следовательно и угол B меньше BСD. 

Продолжив сторону BС за точку С, мы получим внешний угол ACH, равный углу BCD (как вертикальный).

Если из вершины B проведем к стороне AC медиану и продолжим ее на такую же длину за сторону AC, то совершенно также докажем, что угол A меньше ACH, т.е. меньше BCD.

43. Следствие. Если в треугольнике один угол прямой или тупой, то два других угла острые.
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Черт. 39

44. Теоремы. Во всяком треугольнике: 



1. Против равных сторон лежат равные углы.  



2. Против большей стороны лежит больший угол.

1. Если две стороны треугольника равны, то он равнобедренный. Тогда углы, лежащие против этих сторон, должны быть равны, как углы при основании равнобедренного треугольника (39).

_____________________________________________________________________

2.
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Черт. 40

Отложим на стороне BA отрезок BD, равный BС, и соединим D с С.

Тогда получим равнобедренный (DBС, у которого углы при основании равны, т.е. (BDС = (BCD.

Но угол BDС как внешний по отношению к ( ADС больше угла A.

Следовательно и угол BCD больше A, а потому и подавно (BCA больше (A.

Что и требовалось доказать.

45. Следствия. 
1. В равностороннем треугольнике все углы равны.




2. В разностороннем треугольнике нет равных углов.

46. Обратные теоремы. Во всяком треугольнике:





1. Против равных углов лежат равные стороны.





2. Против большего угла лежит большая 





сторона.

1.
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Черт.41

Предположим противное, т.е. что AB не равна BС.

Тогда могут быть два случая: 

или AB >BС ,

или AB < BС

Если AB > BС, то по доказанному в прямой теореме (С должен быть больше (A , что противоречит условию. Значит этот случай надо исключить.

Если AB < BC , то (С должен быть меньше (A, что также противоречит условию. Значит и этот случай надо исключить.

Остается единственно возможный случай AB = BC . 

_____________________________________________________________________2.
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Черт. 42

Предположим противное, т.е. что AB не больше BС.

Тогда могут быть два случая: 

или AB = BС ,

или AB < BС

Если AB = BС  , то согласно прямой теореме, углы A и С были бы равны,

если AB < BС, угол A был бы больше С. 

И то и другое противоречит условию. Значит оба эти случая исключаются.

Остается один возможный случай AB > BС.

47. Следствия.
1. Равноугольный треугольник есть и 





равносторонний.




2. В треугольнике сторона, лежащая против тупого 



или прямого угла, больше других сторон (43).

48. Замечание об обратных теоремах. Если в теореме или ряде теорем мы рассмотрели всевозможные случаи, которые могут возникнуть относительно величины или расположения некоторых частей фигуры, и при этом оказалось, что в различных случаях получаются различные выводы относительно величины или расположения других частей фигуры, то можем утверждать заранее (â priori), что обратные предложения верны.

Приведем этому пример. Относительно сравнительной величины двух сторон треугольника, например AB и BС, могут возникать только следующие три случая:

AB=BС , AB>BС , AB <BС .

Мы рассмотрели все эти случаи (44). Оказалось, что в каждом из них получаются различные выводы относительно сравнительной величины противолежащих углов С  и A , а именно:

С=A,  С>A,  С <A .

И мы видели (46), что обратные предложения оказались верными, в чем легко было убедиться доказательством от противного.

Впоследствие мы неоднократно убедимся в верности этого замечания.

______________
Сравнительная длина объемлющих и объемлемых ломаных линий.

49. Теорема. В треугольнике каждая сторона меньше суммы двух других сторон.


[image: image13.png]




Черт. 43
Продолжим AB , отложим BD=BС  и проведем DС . 

Так как (BDС  равнобедренный,   то (D=(DCB .

Поэтому (D < (DCA , и следовательно в (ADС сторона AC меньше AD (46).

Т.е.       AC < AB+BD . 
Заменив BD на BС, получим:     AC < AB+BС





50. Следствие.Отняв от обеих частей выведенного неравенства по AB или по ИС ( что можно сделать, т.к. эти две стороны меньше стороны AC) , получаем:

AC-AB < BС   и   AC-BС < AB  

Читая эти неравенства справа налево, видим, что, каждая из сторон BС   и   AB больше разности двух других сторон. Так как тоже самое можно сказать и о третьей, наибольшей стороне AC, то заключаем:

в треугольнике каждая сторона больше разности двух других сторон.

51. Теорема. Отрезок прямой короче всякой ломаной, проведенной между его концами.
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Черт. 44

Соединив A  с  С  и D , находим, согласно предыдущей теореме:

AE < AD+DE

AD<AC+CD

AC <AB+BC

Сложим почленно эти неравенства и затем отнимем от обеих частей AD  и  AC

Тогда получим:
AE < AB+BC+CD+DE

Что и требовалось доказать.

52. Теорема. Выпуклая ломаная короче всякой другой ломаной, обЪемлющей первую.

Если из двух линий, проведенных на плоскости между двумя точками Ф  и  В  (черт. 45) и расположенных по одну сторону от прямой ФВ, одна вся заключена внутри фигуры, образованной другой линией с прямой ФВ, то внешняя из них называется обЪемлющей, а внутренняя - обЪемлемой.
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Черт. 45

Продолжим стороны AB  и  BС, как указано на чертеже.

Составляем неравенства (49 и 51):

AB+BH < AE+EH 

BC+CK < BH+HF+FG+GK

CD < CK+KD

Сложив эти неравенства сократим результат на вспомогательные отрезки BH и СK и затем заменим EH+HF на  EF  и  GK+KD на GD  .

Тогда получим:
AB+BC+CD < AE+EF+FG+GD     Что и требовалось доказать.

53. Следствие. Периметр выпуклого многоугольника меньше периметра всякого другого многоугольника, обЪемлющего его.
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Черт. 46

Продолжим в обоих направлениях какую-нибудь сторону выпуклого многоугольника, например AD.

Можем составить неравенства:

AB+BC+ CD < AT+TM+MN+NP+PQ+QR+RS+SD

AT+AD+DS < SL+LT

Сложив эти неравенства, сократим результат на AT  и DS. Заменим LT+TM на LM и LS+SR на LR.

Тогда получим:
AB+BC+CD +DA < LM+MN+NP+PQ+QR+RL

Замечание. Теоремы 52 и 53 перестают быть верными, если обЪемлемая ломаная или обЪемлемый периметр не выпуклые. Так, ломаная AEFKLMNOPD (черт.46а) может оказаться длиннее обЪемлющей.
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Черт.46 а

Треугольники с двумя соответственно равными сторонами.

54 Теоремы. Если две стороны одного треугольника соответственно равны двум сторонам другого треугольника, то:

1. против большего из углов, заключенных между ними, лежит большая сторона.

2. обратно: против большей из остальных сторон лежит больший угол.
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Черт. 47

1. Пусть в тр-ках ABС и A1B1С1 (черт.45) дано:


AC = A1С1  , AB = A1B1   и  (A , (A1

Требуется доказать, что BС > B1С1.

Наложим (A1B1С1  на (ABС так, чтобы сторона A1С1 совпала с AC.

Так как (A1 < (A , то сторона  A1B1  пойдет внутри угла A .

Пусть (A1B1С1 займет положение AB2С (вершина B2 может оказаться или вне ( ABС, или внутри его или же на стороне BС; доказательство может быть применено ко всем этим случаям). 

Проведем биссектрису AD угла BAB2 и соединим D с B2.

Тогда получим два тр-ка ABD и DAB2 , которые равны, потому что у них AD общая сторона,  AB = AB2 по условию и (BAD = (DAB2 , т.к. AD по построению - биссектриса.

Из равенства тр-ков следует:  BD = DB2 

Теперь из (DCB2 выводим:  B2С < B2D + DС ,  (49) или (заменив B2D на BD):

B2С < BD+DС,   т.е.    B1С1< BС

2. Пусть в тех же треугольниках дано:

AB = A1B1  ,         AC = A1С1        и     BС > B1С1
Требуется доказать, что A > A1 

Предположим противное, т.е. что A не больше A1 .

Тогда могут быть два случая : или  A=A1 , или  A < A1 . 

В первом случае тр-ки были бы равны и , следовательно, сторона BС равнялась бы B1С1 , что противоречит условию.

Во втором случае сторона BС была бы меньше B1С1, что также противоречит условию.

Значит, оба эти случая исключаются. Остается один возможный случай, что

 A > A1 .

__________________

ГЛАВА 3.

Перпендикуляры и наклонные.

55. Теорема. Если из одной и той же точки, взятой вне прямой, проведены к этой прямой перпендикуляр и какие угодно наклонные, то:

1. перпендикуляр короче всякой наклонной;

2. если основания двух наклонных одинаково удалены от основания перпендикуляра, то такие наклонные равны;

3. если основания двух наклонных не одинаково удалены от основания перпендикуляра, то та из них больше, основание которой отстоит дальше от перпендикуляра;

Замечание. В этой теореме под словами “перпендикуляр” и “наклонная” подразумеваются собственно отрезки перпендикуляра и наклонной от точки до прямой.


1.
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Черт. 48


В  ( ABС   угол  B прямой, а против прямого угла лежит большая сторона

 (47. 2 ) . 
Следовательно AC>AB.

_____________________________________________________________________
2. 
Пусть основания С  и  D наклонных AC  и  AD  (черт.48), проведенных из точки A к прямой MN одинаково удалены от основания перпендикуляра, т.е. СB=BD . 

Требуется доказать, что AC=AD.

В треугольниках ABС  и  ABD  есть общая сторона AB и кроме того BС=BD (по условию) и (ABС=(ABD (как прямые углы).

Значит эти треугольники равны, и потому AC=AD.

_____________________________________________________________________
3. 
Пусть основания   наклонных AC  и  AE  (черт.48), проведенных из точки A к прямой MN неодинаково удалены от основания перпендикуляра, например, пусть  BE>BС . 

Требуется доказать, что AE>AC.

Отложим BD=BС и проведем AD.

По доказанному выше AD=AC.

Сравним AE с AD.

Угол ADE - внешний по отношению к (ADB и потому он больше прямого угла ABD.

Следовательно (ADE тупой. В (ADE против тупого угла лежит большая сторона (47. 2).

Значит AE>AD и следовательно AE>AC.

_____________________________________________________________________
56. Обратные теоремы. В доказанных теоремах рассмотрены всевозможные случаи относительно расстояния оснований наклонных от основания перпендикуляра. При этом получились различные выводы относительно длины наклонных. Вследствие этого обратные теоремы должны быть верны (48), а именно:


Если из одной и той же точки взятой вне прямой, проведены к этой прямой перпендикуляр и какие угодно наклонные, то : 

1. Кратчайшая из всех этих прямых есть перпендикуляр.

2. Если две наклонные равны, то их основания одинаково удалены от основания перпендикуляра.

3. Если две наклонные не равны, то основание большей из них дальше отстоит от основания перпендикуляра.

Предлагаем учащимся самим доказать эти теоремы (способом от противного).

Замечание. Когда говорят “расстояние точки от прямой”, то подразумевают расстояние, измеряемое по перпендикуляру, опущенному из этой точки на прямую.

Проекция отрезка на прямую.

56а. Определение. Если из концов какого-нибудь отрезка опустим перпендикуляры на произвольную прямую, то отрезок прямой, заключенный между основаниями перпендикуляров, называется проекцией отрезка на эту прямую.
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Черт. 48а

Отрезок A’B’ - проекция отрезка AB на EC.

Отрезок OM’ - также называется проекцией отрезка OM на EС.

Проекцией отрезка KP, перпендикулярного к EC, будет точка K’ (черт.48а).

56 b. Теоремы.

1. Если две наклонные, проведенные к прямой из одной и той же точки, имеют равные проекции, то они равны между собой.

2. Если из одной и той же точки проведены к прямой две наклонные, то та из них больше, которая имеет большую проекцию на эту прямую.

Сравнивая эти теоремы с теоремами 55. 2  и 55. 3  , можно заметить, что отличаются они лишь  формулировкой, связанной с введением нового понятия - проекция. Потому   доказательство этих теорем то же, что и в   55. 2  и  3. 

56 с. Обратные теоремы. 

1. Если две наклонные, проведенные к прямой из одной и той же точки, равны, то равны и их проекции.

2. Если из одной и той же точки проведены к прямой две наклонные, то большая наклонная имеет и большую проекцию.

1.
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Черт. 48 b

Треугольник ABС равнобедренный по условию теоремы.

BO - высота этого треугольника.

Но высота в равнобедренном треугольнике является в то же время и медианой этого треугольника (37).

Поэтому AO=OС.

_____________________________________________________________________
2. 
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Черт 48 с

Между отрезками KO и OB может быть только одно из трех соотношений:

1) KO < OB

2) KO = OB

3) KO > OB

KO не может быть меньше OB, так как в соответствии с  прямой теоремой (55. 2) KС была бы меньше наклонной BС, а это противоречит условию   теоремы. 

KO не может равняться OB, так как в этом случае по теореме 55. 1, KC=BC, что также противоречит условию теоремы.

Следовательно остается верным только последнее соотношение, а именно, что KO > OB.

_____________

Равенство прямоугольных треугольников.

57. Так как в прямоугольных треугольниках углы, заключенные между двумя катетами, всегда равны, как прямые, то : 

Прямоугольные треугольники равны:

1. если катеты одного треугольника соответственно равны катетам другого.

2. если катет и прилежащий к нему острый угол одного треугольника равны соответственно катету и прилежащему к нему острому углу другого треугольника.

Эти два признака не требуют особого доказательства, так как они представляют лишь частные случаи общих признаков (41. 1 и 2). Укажем еще два признака, касающиеся только прямоугольных треугольников.

58. Теоремы. Прямоугольные треугольники равны:

1. если гипотенуза и острый угол одного треугольника соответственно равны гипотенузе и острому углу другого.

2. если гипотенуза и катет одного треугольника соответственно равны гипотенузе и катету другого.

1.
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Черт. 49

Наложим ABС на  A1B1С1 так, чтобы у них совместились равные гипотенузы.

Тогда по равенству углов A и A1 катет AC пойдет по A1С1.

При этом катет BС не может не совместиться с B1С1, потому что в противном случае из точки B1 можно было бы на прямую A1С1 опустить два различных перпендикуляра, что невозможно.

_____________________________________________________________________

2.
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Черт.50

Наложим (ABС на (A1B1С1 так, чтобы у них совместились равные катеты BС и B1С1.

Тогда по равенству прямых углов, СA пойдет по С1A1. 

При этом гипотенузы не могут не совместиться, потому что две равные наклонные должны быть одинаково удалены от основания перпендикуляра B1С1
____________

ГЛАВА 4

Свойство перпендикуляра, проведенного к прямой через ее середину, и свойство биссектрисы угла.

59. Теоремы. 

1. Если какая-нибудь точка одинаково удалена от концов отрезка прямой, то она лежит на перпендикуляре, проходящем через середину   этого отрезка.

2. Обратно: если какая-нибудь точка лежит на перпендикуляре, проходящем через середину отрезка прямой, то она одинаково удалена от концов этого отрезка.

1.
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Черт. 51

Проведем биссектрису MO угла AMB. 

Так как треугольник AMB равнобедренный, то эта биссектриса служит в нем и высотой и медианой (37).

Значит точка M лежит на перпендикуляре к прямой AB, делящем ее пополам.

____________________________________________________________________________________________________

2. Пусть OM (черт. 51) есть перпендикуляр, проведенный к отрезку AB через его середину, и M какая-нибудь точка на нем.

Требуется доказать , что эта точка одинаково удалена от концов AB, т.е. MA=MB.

Прямые MA и MB - наклонные к AB, одинаково удаленные от основания перпендикуляра MO, а такие наклонные равны.

Следовательно MA=MB.

60. Следствие. Из двух доказанных теорем, прямой и обратной, можно вывести следствие, что теоремы противоположные им , также верны (4), т.е., что (черт.52)
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Черт.52

Предлагаем учащимся самим доказать эти противоположные предложения (рассуждением от противного).


61. Теоремы. 

1. Если какая-нибудь точка одинаково удалена от сторон угла, то она лежит на его биссектрисе.

2. Обратно: если какая-нибудь точка лежит на биссектрисе угла, то она одинаково удалена от его сторон.

1.
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Черт.53.

Проведем прямую через B и M.

Прямоугольные треугольники MBE  и  MBF  равны, так как у них общая гипотенуза и катеты ME , MF равны по условию.

Из равенства треугольников следует, что ( MBE=( MBF, т.е. прямая MB есть биссектриса угла ABС.

_____________________________________________________________________
2. Пусть BD (черт.53) есть биссектриса угла ABС, и M какая-нибудь точка на ней.

Требуется доказать, что перпендикуляры ME  и  MF, опущенные из этой точки на стороны угла, равны.

Прямоугольные треугольники MBE и MBF равны, так как у них общая гипотенуза, и углы MBE, MBF равны по условию.

Из равенства треугольников следует, что ME=MF.

(Учащимся предлагается самим рассмотреть свойства точек, одинаково удаленных от продолжений сторон угла за вершину.)

62. Следствие. Из двух доказанных теорем, прямой и обратной, можно вывести следствие, что теоремы противоположные также верны, т.е., что (черт.54)
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Черт. 54

68. Геометрическое место точек. Геометрическим местом точек, обладающим некоторым свойством, называется такая линия, или поверхность, или совокупность линий и поверхностей (вообще такая фигура), которая содержит в себе все точки, обладающие этим свойством и не содержит ни одной точки, не обладающей им.

Из теорем предыдущих параграфов следует:

Геометрическое место точек, одинаково удаленных от двух данных точек, есть перпендикуляр, проведенный к отрезку прямой, соединяющему эти точки, через его середину.

Геометрическое место точек, одинаково удаленных от сторон угла, есть биссектриса этого угла.

______________________

ГЛАВА 5.

Основные задачи на построение.
64. Теоремы, доказанные нами в предыдущих главах позволяют решать некоторые задачи на построение. Заметим, что в элементарной геометрии рассматриваются только такие построения, которые могут быть выполнены с помощью линейки и циркуля (использование прямоугольников и некоторых других приборов хотя и допускается ради сокращения времени, но не является необходимым).

При помощи линейки проводятся прямые линии, при помощи циркуля чертится окружность. Свойства этой линии мы рассмотрим впоследствии, теперь же ограничимся только кратким понятием о ней.


Если при произвольном растворе циркуля поставим его ножку в какую-нибудь точку О (черт.55) и станем вращать циркуль вокруг этой точки, то другая его ножка, снабженная карандашем или грифелем, опишет непрерывную линию, все точки которой одинаково удалены от точки О.
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Черт.55

65. Укажем решение основных задач на построение.

Задача 1. Построить треугольник по данным его сторонам a, b, с (черт.56)
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Черт.56

На какой-нибудь прямой MN откладывает часть СB, равную одной из данных сторон, например A.

Из точек С и B, как центров описываем две небольшие дуги, одну радиусом равным B, другую радиусом равным С . 

Точку A, в которой эти дуги пересекаются, соединяем с B и С. Треугольник ABС будет искомый.


Заметим, что не всякие три отрезка могут служить сторонами треугольника. Для этого необходимо, чтобы больший из них был меньше суммы двух остальных (49).

Задача 2. На данной прямой MN при данной на ней точке O построить угол, равный данному углу ABС. (черт.57)

[image: image31.png]








Черт. 57

Из вершины B, как центра, описываем произвольным радиусом между сторонами данного угла дугу EF.

Затем не изменяя раствора циркуля, переносим его острие в точку О и описываем дугу PQ.

Далее из точки P как из центра описываем дугу AB радиусом, равным расстоянию между точками E  и  F . 

Наконец, через точки О и R (пересечение двух дуг) проводим прямую. 

Угол ROP равен углу ABС, потому что треугольники ROP и FBE, имеющие соответственно равные стороны, равны.

Задача 3. Разделить данный угол ABС пополам (черт.58).






Черт.58

Из вершины B, как центра, произвольным радиусом опишем между сторонами угла дугу DE.

Затем из точек D и E , как центров, описываем одним и тем же раствором циркуля небольшие дуги, которые пересекались бы в какой-нибудь точке F.

Прямая BF будет биссектрисой угла ABС.

Для доказательства соединим прямыми точку F с D и E . 

Тогда получим два треугольника BEF и BDF, которые равны, т.к. BF общая сторона, BD=BE  и  ВF=EF по построению. Из равенства треугольников следует: (ABF=(СBF.

Задача 4. Из данной точки С прямой AB восставить к ней перпендикуляр (черт.59).
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Черт. 59

Отложим на AB по обе стороны от данной точки С равные отрезки (произвольной длины) СD  и  СE.

Из точек E и D одним и тем же раствором циркуля (большим СD) опишем две небольшие дуги, которые пересеклись бы в некоторой точке F.

Прямая СF будет искомым перпендикуляром.

Действительно, как видно из построения, точка F одинаково удалена от D и E.

Следовательно она должна лежать на перпендикуляре, проведенном к отрезку DE через его середину (59).

Но середина этого  отрезка есть С.

Значит, FС ( DE. 

Задача 5. Из данной точки A опустить перпендикуляр на данную прямую BС (черт. 60).
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Черт.60

Из точки A, как центра, произвольным раствором циркуля опишем такую дугу, которая пересеклась бы с BС в каких-нибудь двух точках D  и  E.

Затем из этих точек произвольным, но одним и тем же раствором циркуля (большим 0,5 DE) проводим две небольшие дуги, которые пересеклись бы между собой в некоторой точке F.

Прямая AF будет искомым перпендикуляром.

Действительно, как видно из построения, каждая из точек A и F одинаково удалена от D и E.

А такие точки лежат на перпендикуляре, проведенном к отрезку DE через его середину (59).

Задача 6. Провести перпендикуляр к данной конечной прямой (AB ) через ее середину (черт.61).
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Черт. 61

Из точек A  и  B произвольным, но одинаковым раствором циркуля (большим 1/2 AB) описываем две дуги, которые пересекались бы между собой в некоторых точках С  и  D . 

Прямая СD будет искомым перпендикуляром.

Действительно, как видно из построения каждая из точек С и D одинаково удалена от A и B.

Следовательно эти точки должны лежать на перпендикуляре, проведенном к отрезку AB через его середину (59).

Задача 7. Разделить пополам данную конечную прямую AB ( черт. 61).

Решается так же как предыдущая задача.

66. При помощи этих основных задач можно решать задачи более сложные. Для примера решим следующую задачу.

Задача. Построить треугольник, зная его основание b , угол a, прилежащий к основанию, и сумму s двух боковых сторон.
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Черт. 62

Чтобы составить план решения, предположим, что задача решена, т.е. найден такой треугольник ABС (черт.62), у которого основание AC= b, угол A=a и AB+BC= s (где b,a,s - заданные величины, не помещенные на чертеже)

Рассмотрим полученный чертеж. Сторону AC, равную b и угол A, равный а мы построить умеем.

Значит остается найти на стороне угла a такую точку B, чтобы сумма AB+BС равнялась s. 

Продолжив AB, отложим AD равную s.

Теперь задача сводится к тому, чтобы на прямой AD отыскать такую точку B, которая была бы одинаково удалена от С и D.

Такая точка, как мы знаем (59), должна лежать на перпендикуляре , проведенном к отрезку CD через его середину.

Этот перпендикуляр мы построить умеем.

Точка B лежит на пересечении перпендикуляра с AD.

Итак, вот решение задачи: строим (черт. 62) угол A, равный данному углу а.

На сторонах его откладываем AC= b  и AD=s.

Через середину прямой DС проводим перпендикуляр BE.

Пересечение его с AD, т.е. точку B, соединим с С.

Треугольник ABС будет искомый, так как он удовлетворяет всем требованиям задачи: 

у него AC=b, ( A=a  и  AB+BC=s, потому что BD=BС.

Рассматривая построение, мы замечаем, что задача возможна не при всяких данных.

Действительно, если сумма s задана слишком малой, по сравнению с b, то перпендикуляр EB может и не пересечь отрезок AD (или пересечет его продолжение за точку A или за точку D ).

В этом случае задача окажется невозможной. 

Даже независимо от построения можно видеть, что задача невозможна, если s<b, или s=b, потому что не может быть такого треугольника, у которого сумма двух сторон была бы меньше или равна третьей стороне.

В том случае, когда задача возможна, она имеет только одно решение, т.е. существует только один треугольник, удовлетворяющий требованиям задачи, так как пересечение перпендикуляра BE с прямой AD может быть только в одной точке.

67. Замечание. Из приведенного примера видно, что решение сложной задачи на построение состоит из следующих четырех частей:

1. Предположив, что задача решена, делают от руки приблизительный чертеж искомой фигуры и затем, внимательно рассматривая начерченную фигуру, стремятся найти такие зависимости между данными в задаче и искомыми величинами, которые позволили бы свевти задачу к другим, известным ранее.

Эта самая важная часть решения задачи, имеющая целью составить план решения, носит название анализа.

2. Когда таким образом план решения найден, в соответствии с ним выполняют построение.

3. Для проверки правильности плана доказывают затем, на основании известных теорем, что полученная фигура удовлетворяет всем требованиям задачи. Эта часть решения называется синтезом.

4. Затем задаются вопросом, при всяких ли данных задача возможна и допускает ли она одно или несколько решений. Эта часть называется исследованием задачи.


Когда задача весьма проста и не может быть сомнения относительно ее возможности, то обыкновенно анализ и исследование опускают, а указывают сразу построение и приводят доказательство. Так мы делали, излагая решение первых 7-ми задач этой главы, так же будем поступать и далее, когда нам прийдется излагать решение несложных задач.

УПРАЖНЕНИЯ.
Доказать теоремы.

5. В равнобедренном треугольнике две медианы равны,две биссектрисы равны, две высоты равны.

6. Если из середины каждой из равных сторон равнобедренного треугольника восставить перпендикуляры до пересечения с другой из равных сторон, то эти перпендикуляры будут равны.

7. Перпендикуляры, восставленные к двум сторонам угла на равных расстояниях от вершины, пересекаются на биссектрисе.

8. Прямая, перпендикулярная к биссектрисе угла , отсекает от его сторон равные отрезки.

9. Медиана треугольника меньше его полупериметра.

10. Медиана треугольника меньше полусуммы сторон, между которыми она заключена. Указание: продолжить медиану на расстояние равное ей, полученную точку соединить с одним концом стороны, к которой проведена медиана, и рассмотреть образовавшуюся фигуру.

10а. Сумма медиан треугольника меньше периметра, но больше полупериметра.

11. Сумма расстояний какой-нибудь точки, взятой внутри треугольника, от трех его вершин меньше периметра, но больше полупериметра.

11а. Сумма диагоналей четырехугольника меньше его периметра, но больше полупериметра.

12. Доказать прямым доказательством, что всякая точка, не лежащая на перпендикуляре, проведенном к отрезку прямой через его середину, не одинаково удалена от концов этого отрезка.

13. Доказать, прямым доказательством, что всякая точка, не лежащая на биссектрисе угла, не одинаково отстоит от его сторон.

13а. Если на сторонах угла A отложим равные отрезки AB и AB1 , затем равные отрезки AC и AC1, то прямые BС1 и B1С пересекаются на биссектрисе угла A.

Задачи на построение.

14. Построить сумму двух, трех и более данных углов.

15. Построить разность двух углов.

16. По данной сумме и разности двух углов найти эти углы.

17. Разделить угол на 4, 8, 16 равных частей.

18. Через вершину данного угла провести вне его такую прямую, которая со сторонами угла образовала бы равные углы.

19. Построить ( : а) по двум сторонам и углу между ними; в) по стороне и двум прилежащим углам; с) по двум сторонам и углу, лежащему против большей из них.

20. Построить равнобедренный ( : а) по основанию и боковой стороне; в) по основанию и прилежащему углу; с) по боковой стороне и углу при вершине; В) по боковой стороне и углу при основании;

21. Построить прямоугольный ( : а) по двум катетам; б) по катету и гипотенузе; с) по катету и прилежащему острому углу.

22. Построить равнобедренный (: а) по высоте и боковой стороне; в) по высоте и углу при вершине; с) по основанию и перпендикуляру, опущенному из конца основания на боковую сторону.

23. Построить прямоугольный ( по гипотенузе и острому углу.

24. Через точку, данную внутри или вне угла, провести такую прямую, которая отсекала бы от сторон угла равные части.

25. По данной сумме или разности двух прямых найти эти прямые.

26. Разделить данную конечную прямую на 4, 8, 16 равных частей.

27. На данной прямой найти точку одинаково удаленную от двух данных точек (вне прямой).

28. Найти точку равноотстоящую от трех вершин (.

29. На прямой, пересекающей стороны угла, найти точку одинаково удаленную от сторон этого угла.

30. Найти точку , одинаково удаленную от трех сторон (.

31. На бесконечной прямой AB найти такую точку С, чтобы прямые СM и СN, проведенные из С к данным точкам M и N расположенным по одну сторону от AB, составляли с прямыми СA и СB равные углы.

32. Построить прямоугольный ( по катету и сумме гипотенузы с другим катетом.

33. Построить ( по основанию, углу прилежащему к основанию и разности двух других сторон (рассмотреть два случая: 1) когда дан меньший из двух углов, прилежащих к основанию. 2) когда дан больший из них.)

34. Построить прямоугольный ( по катету и разности двух других сторон.

_______________

ГЛАВА 6.

Параллельные прямые.

Основные теоремы.

68.Определение. Две прямые называются параллельными, если, находясь в одной плоскости, они не пересекаются, сколько бы их ни продолжали.

Возможность существования таких прямых доказывается теоремой.

69. Теорема. Через всякую точку, взятую вне данной прямой, можно провести параллельную этой прямой.
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Черт. 63

Опустим на AB из точки С перпендикуляр СD и затем проведем СE(СD, что возможно (32 и 19).

Прямая CE параллельна AB.

Для доказательства допустим противное, т.е., что CE пересекается с AB в некоторой точке M.

Тогда из точки M к прямой СD мы имели бы два различных перпендикуляра MD и MС, что невозможно.

Значит , CE не может пересечься с AB, т.е. СE параллельна AB.

70. Следствие.  Два перпендикуляра (СE и DB (черт.63)) к одной прямой (СD) параллельны.

71. Замечание.  Параллельность прямых на письме обозначают так:

 AB (( СE.

72. Аксиома параллельных линий. Через одну и ту же точку нельзя провести двух различных прямых, параллельных одной и той же прямой.
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Черт. 64

Доказательство этой не вполне очевидной истины оказывается невозможным. Ее принимают без доказательства, как необходимое допущение (postulatum).

73. Следствия. 

1. Если прямая (СE, черт.64) пересекается с одной из параллельных (СВ), то она пересекается и с другой (AB), 

потому что в противном случае через одну и ту же точку С проходили бы две различные прямые, параллельные AB, что невозможно.

2. Если каждая из двух прямых (A и B черт. 65) параллельны одной и той же третьей прямой (С), то они параллельны между собой.
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Черт. 65

74. Теорема. Если прямая перпендикулярна к одной из параллельных прямых, то она перпендикулярна и к другой параллельной.
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Черт. 66

Перпендикуляр EF, пересекаясь с AB, непременно пересечет и СD (73. 1.)

Пусть точка пересечения будет H.

Предположим теперь, что СD не перпендикулярна к EH. 

Тогда какая-нибудь другая прямая, например HK, будет перпендикулярна к EH и, следовательно через одну и ту же точку H будут проходить две прямые параллельные AB: одна СD, по условию, а другая HK по доказанному раньше (70).

Так как это невозможно, то нельзя допустить, что СВ была не перпендикулярна к EH.

75. Определение. Когда какие-либо две прямые AB и СD (черт. 67) пересечены третьей прямой MN, то образовавшиеся при этом углы получают попарно следующие названия:
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Черт. 67

76. Теорема.  Если две параллельные прямые пересечены третьей прямой, то :

1. внутренние накрест лежащие углы равны;

2. внешние накрест лежащие углы равны;

3. соответственные углы равны;

4. сумма внутренних односторонних углов равна 2d ;

5. сумма внешних односторонних углов равна 2d ;
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Черт. 68

1. Из середины E того отрезка прямой MN, который заключен между параллельными прямыми, опустим на СD перпендикуляр EK и продолжим его до пересечения с AB в точке L.

Так как перпендикуляр к одной из параллельных  есть также и перпендикуляр к другой параллельной, то образовавшиейся при этом треугольники (заштрихованные на чертеже) - оба прямоугольные.

Они равны, потому что имеют по равной гипотенузе и по равному острому углу при точке E (31). 

Из равенства треугольников следует, что внутренние накрест лежащие углы 4 и 6 равны. Два других внутренних накрест лежащих угла 3  и  5  равны, как дополнения до 2d к равным углам 4  и  6  ( как смежные с 4  и  6). 

2. Внешние накрест лежащие углы равны соответственно внутренним накрест лежащим углам, как углы вертикальные.

так,   (2 = (4  и  (8 =(6.

Но по доказанному (4 = (6 . Следовательно (2 = (8 .

3. Соответственные углы 2 и 6 равны, потому что (2 = (4, а (4 = (6 . Также убедимся в равенстве других соответственных углов.

4. Сумма внутренних односторонних углов 3  и  6 равна 2d, потому что сумма смежных углов 3  и  4  равна 2d, а (4 может быть заменен равным ему (6. Также убедимся, что сумма углов 4  и  5 равна 2d. 

5. Сумма внешних односторонних углов равна 2d, потому что эти углы равны соответственно внутренним односторонним углам, как углы вертикальные. 

77. Обратные теоремы. Если при пересечении двух прямых какою-нибудь третьей прямой окажется, что:


1. внутренние накрест лежащие углы равны;

или
2. внешние накрест лежащие углы равны;

или
3. соответственные углы равны;

или
4. сумма внутренних односторонних углов равна 2d;

или
5. сумма внешних односторонних равна 2d,

то первые две прямые параллельны.

Все эти утверждения легко доказываются от противного.

1.
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Черт. 69

Предположим, что линией, параллельной СD и проходящей через точку P, будет не AB, а какая-нибудь иная прямая RS.

Тогда вследствие параллельности этих линий, мы получим, по доказанному, равенство : (3 = (2.

Но по условию (1=(2.

Следовательно (3=(1, что невозможно.

Подобное же рассуждение применяется и во всех остальных указанных обратных теоремах.

78 и 79. Признаки непараллельности прямых.

1. Если сумма внутренних односторонних углов (A и B , черт. 69, A) не равна 2в, то прямые (AB  и  СD) при достаточном продолжении пересекаются, так как, если бы эти прямые не пересекались, то они были бы параллельны, и тогда сумма внутренних односторонних углов равнялась бы 2d (76).
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Черт. 69, а

Это предложение  ( дополненное утверждением, что прямые пересекутся по ту сторону от секущей линии, по которой сумма внутренних односторонних углов меньше 2d) было допущено знаменитым греческим геометром Эвклидом (жившим в 3 веке до н.э.) без доказательства, как аксиома параллельных линий, и потому оно известно под именем постулата Эвклида. Многие предпочитают принимать за такую аксиому более простую истину, а именно ту, которую мы указали в начале статьи о параллельных линиях (72).

2.  Перпендикуляр (AB, черт. 70) и наклонная (СD) к одной и той же прямой (EF) пересекаются,

потому что сумма внутренних односторонних углов 1  и  2 не равна 2d.
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Черт.70



Черт.71

3. Две прямые ( AB и СD, черт. 71), перпендикулярные к двум пересекающимся прямым (FE  и  FG ), пересекаются.

Действительно, если предположим, что AB (( СD, то прямая FD, будучи перпендикулярна к одной из параллельных ( к СD ) , была бы перпендикулярна и к другой параллельной ( к AB ) и тогда из одной точки F к прямой AB были бы проведены два перпендикуляра: FB и FD, что невозможно.

80. Задача. Через данную точку M провести прямую, параллельную данной прямой AB (черт.72).
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Черт.72

Наиболее простое решение этой задачи состоит в следующем:

из точки M, как центра, описываем произвольным радиусом дугу СD и из точки С тем же радиусом дугу ME.

Затем, радиусом, равным расстоянию от E до M , описываем из точки С небольшую дугу, которая пересеклась бы с дугой СD в некоторой точке F.

Прямая MF будет параллельна AB.

Для доказательства проведем вспомогательную прямую MС. Образовавшиеся при этом углы 1 и 2 равны по построению (65, задача2). А если внутренние накрест лежащие углы равны, то линии параллельны.

Параллельные прямые очень удобно проводить также с помощью треугольника и линейки (черт. 73).
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Черт. 73

Приставив чертежный треугольник одной тороной (например гипотенузой) к данной прямой AB, прикладывают к другой его стороне, (например к длинному катету) линейку. Затем, придерживая линейку в этом положении, двигают треугольник вдоль нее до тех пор, пока сторона его, совпавшая с AB, не будет проходить через точку M. После чего проводят вдоль этой стороны прямую. Эта прямая будет параллельна AB, так как соответственные углы 1 и 2 равны.

Углы с соответственно параллельными или перпендикулярными сторонами.

81. Теорема. Если стороны одного угла соответственно параллельны сторонам другого угла, то такие углы или равны, или в сумме составляют разернутый угол (2d).

Рассмотрим три случая (черт.74).
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Черт. 74

1. Пусть стороны угла 1 соответственно параллельны сторонам угла 2 и, сверх того имеют одинаковое направление от вершины ( на чертеже направления указаны стрелками).

Продолжив одну из сторон угла 2 до пересечения с непараллельной ей стороной угла 1, мы получим угол 3, равный и углу 1, и углу 2 (как соответственные при параллельных).

Следовательно (1=(2

2. Пусть стороны угла 1 соответственно параллельны сторонам угла 4, но имеют противоположное направление от вершины.

Продолжив обе стороны угла 4, мы получим (2, который равен (1 ( по доказанному выше) и (4 (как вертикальные).

Следовательно (4=(1.

3. Пусть, наконец, стороны углы 1 соответственно параллельны сторонам угла 5 или угла 6, причем  две из этих сторон имеют одинаковое направление, а две другие противоположное.

Продолжив одну сторону угла 5 или угла 6, мы получим (2, который равен , по доказанному , (1.

Но (5(или(6) + (2 = 2d (по свойству смежных углов).

Следовательно и (5 (или(6)  +  (1 = 2d

Таким образом углы с параллельными сторонами оказываются равными, когда их стороны имеют или одинаковое, или противоположное направление от вершины. Если же это условие не выполнено, то углы составляют в сумме 2d.

82. Теорема. Если стороны одного угла соответственно перпендикулярны к сторонам другого угла, то такие углы или равны, или в сумме составляют развернутый угол (2d).
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Черт. 75

Пусть угол ABС (черт.75), обозначенный цифрой 1, есть один из данных углов. 

Проведем из его вершины две вспомогательные прямые: BD(BС  и  BE(BA.

Образовавшийся при этом угол 2 равен углу 1 по следующей причине:

углы DBС  и  EBA равны, так как оба они прямые. Отняв от каждого из них по одному и тому же углу EBC, получим (2 = (1.

Теперь вообразим, что при какой-нибудь точке Т нам дан угол 3 (или (4, или(5, или (6), у которого стороны соответственно перпендикулярны к сторонам угла 1. 

Тогда стороны этого угла будут параллельны сторонам (2 ( потому что два перпендикуляра к одной прямой параллельны).

Следовательно угол при точке N или равен (2 или составляет с ним в сумме 2d.

Заменив (2 равным ему углом 1, получим то, что требовалось доказать.

______________

Сумма углов треугольника и многоугольника.

83. Теорема. Сумма углов всякого треугольника равна 2в.
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Черт. 76

Продолжив сторону AC и проведя СE (( AB, получим:

(A= (ECD (как углы соответственные при параллельных),

(B= (BCE (как углы накрест лежащие при параллельных).

Следовательно:

( A+( B+( C= ( ECD+( BCE+( С = 2d

84. Следствия. 

1. Внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних углов, не смежных с ним (так, (BCD=(A+(B ).

2. Если два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого, то и третьи углы равны.

3. Сумма двух острых углов прямоугольного треугольника равна одному прямому углу (d).

4. В равнобедренном прямоугольном треугольнике каждый острый угол равен d/2 
5. В равностороннем треугольнике каждый угол равен 2d/3 .

85. Теорема. Сумма углов всякого выпуклого многоугольника равна двум прямым углам, повторенным столько раз , сколько в многоугольнике сторон без двух, т.е.:   2d (n-2) .
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Черт.77

Взяв внутри многоугольника (черт.77) произвольную точку O, соединим ее со всеми вершинами. 

Тогда многоугольник разобьется на столько треугольников, сколько в нем сторон.

Сумма углов каждого треугольника равна 2d.

Следовательно сумма углов всех треугольников равна 2dn , где n - число сторон многоугольника.

Эта величина, очевидно, превышает сумму углов многоугольника на сумму углов, расположенных вокруг точки O.

Эта сумма равна 4d.

Следовательно сумма углов многоугольника равна 

 2dn – 4d = 2d (n-2)

86. Следствие. При данном числе сторон сумма углов выпуклого многоугольника есть величина постоянная.

Так, во всяком выпуклом четырехугольнике сумма углов равна 2d (4-2) = 4d, в пятиугольнике она равна  2d (5-2) = 6d и т.д.

87. Теорема.  Если из вершины каждого угла выпуклого многоугольника проведем продолжение одной из сторон этого угла, то сумма образовавшихся при этом внешних углов равна четырем прямым углам, т.е. 4d.

Каждый из таких внешних углов (черт. 77) составляет дополнение до 2d к смежному с ним внутреннему углу многоугольника.

Следовательно, если к сумме всех внутренних углов прибавим сумму всех внешних углов, то получим 2dn (где n- число сторон).

Но точно также, если к сумме всех внутренних углов прибавим сумму углов при какой-нибудь точке O, взятой внутри многоугольника и соединенной с его вершинами, то как мы видели (85), получим также 2dn.

Значит,  сумма  внешних углов равна сумме углов при точке O, т.е. равна 4d.

________________________

ГЛАВА 7.

Параллелограммы и трапеция.

1. Главнейшие свойства параллелограммов.

88. Определение. Четырехугольник, у которого противоположные стороны попарно параллельны, называется параллелограммом.
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Черт. 78

Такой четырехугольник (ABСВ , черт. 78) получится например, если какие-нибудь две параллельные прямые KL и MN пересечь двумя другими параллельными прямыми RS и PQ.

89. Теорема. Во всяком параллелограмме

1. противоположные углы равны;

2. Сумма углов, прилежащих к одной стороне равна двум прямым углам, т.е. 2d.
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Черт. 79

1. Углы A и С равны, потому что стороны этих углов соответственно параллельны и имеют противоположное направление от вершины (81).

То же самое можно сказать об углах B и D.

2. Каждая из сумм: A+B , B+C , C+D , и D+A  равна 2d , потому что это сумма углов внутренних односторонних при параллельных прямых.

90. Теорема. Во всяком параллелограмме противоположные стороны равны.
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Черт. 80

Проведя диагональ BD, получим два треугольника ABD  и  BCD, которые равны, потому что у них:

BD - общая сторона,

(1=(4 и (2=(3 (как внутренние накрест лежащие при параллельных прямых).

Из равенства треугольников следует AB = CD  и  AD = BC ( в равных треугольниках против равных углов лежат равные стороны.

Замечание. Эту теорему можно выразить еще и так : отрезки параллельных, заключенные между параллельными, равны.
91. Следствие. Параллельные прямые (AB и СD черт.81) везде одинаково удалены одна от другой. Другими словами : все точки одной параллельной прямой одинаково удалены от другой параллельной.
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Черт.81

Действительно, если из каких-нибудь двух точек M  и  N  прямой СD опустим на AB перпендикуляры MP  и  NQ , то эти перпендикуляры параллельны (70), и потому фигура MNQP параллелограмм.

Отсюда следует, что MP=NQ , т.е. точки M  и  N одинаково удалены от прямой AB.

92. Теорема. Во всяком параллелограмме диагонали делятся пополам.
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Черт. 82

Треугольники AOВ и BOС равны, потому что у них:

 BC=AD (как противоположные стороны параллелограмма),

(1=(2  и  (3=(4 (как внутренние накрест лежащие при параллельных прямых).

Из равенства треугольников следует:

OB=OD  и  OС=OA.

93. Теорема. (признаки параллелограмма) Если в выпуклом четырехугольнике 


1. противоположные стороны равны,

или 
2. две противоположные стороны равны и параллельны, то такой 
   четырехугольник - параллелограмм.

1.
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Черт. 83

Проведя диагональ BD, получим два треугольника, которые равны, так как у них BD общая сторона, AB=СD и BС=AD (по условию).

Из равенства их следует: (1=(4 и (2=(3 ( в равных треугольниках против равных сторон лежат равные углы).

Вследствие этого AB((СD  и  BС((AD (если внутренние накрест лежащие углы равны, то прямые параллельны).

_____________________________________________________________________

2.
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Черт.84

Треугольники ABD и BCD равны, потому что у них:

BD общая сторона,

BC=AD (по условию) и

(2=(3 ( как внутренние накрест лежащие углы при параллельных BC и AD и секущей BD).

Из равенства треугольников следует: (1=(2, поэтому AB (( СD.

94. Следствие. Геометрическое место точек, одинаково удаленных от данной прямой и находящихся по одну сторону от нее, есть прямая, параллельная данной.
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Черт. 85

Действительно, пусть M и N какие-нибудь две точки, находящиеся по одну сторону от прямой AB и удаленные от нее на одно и то же расстояние ь, 

т.е. перпендикуляры MP  и  NQ, опущенные из этих точек на AB равны ь.

Проведем через M и N прямую СD.

Так как MP=NQ и сверх того MP((NQ (70), то фигура MNQP есть параллелограмм.

Следовательно СD((AB.

Таким образом, все точки, удаленные от AB на одно и то же расстояние m и расположенные по одну сторону от нее, лежат на прямой СD, параллельной AB.

Обратно, всякая точка R, взятая на этой прямой, отстоит от AB на такое же расстояние, как и точки M и N,  т.е.на расстояние ь (91).

95. Определение. Параллелограмм, у которого все углы прямые, называется прямоугольником.
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Черт.86

Прямая BD, пересекаясь в точке B с прямой AB, должна пересечься и с прямой СE, параллельной AB (73) в некоторой точке F.

Мы получим таким образом параллелограмм ABFС, у которого один угол, именно A - прямой по построению.

Но в таком случае, по свойству углов параллелограмма (89), и все остальные углы его должны быть прямые, так как угол при вершине F равен A, а углы при B и С дополняют A до 2d.


96. Теорема. Во всяком прямоугольнике диагонали равны.
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Черт.84а

Прямоугольные треугольники ACD и ABD равны, потому что у них:

AD - общий катет и AB=CD (как противоположные стороны параллелограмма) 

Из равенства треугольников следует: AC=BD.

97. Определение. Параллелограмм, у которого все стороны равны, называется ромбом.
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Черт.86b

Эти прямые должны пересечься между собой (73) в некоторой точке А.

Мы получим таким образом параллелограмм, у которого две смежные стороны AB  и AC равны по построению.

Но тогда, по свойству сторон параллелограмма (90) все 4 стороны окажутся равными, так как BF=AC  и  СF=AB.

98. Теорема. Во всяком ромбе диагонали взаимно перпендикулярны и делят углы ромба пополам.
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Черт. 86с

Треугольники ABO и BOС равны, потому что у них:

BO - общая сторона,

AB=BС (так как у ромба все стороны равны) и

AO=OС (так как диагонали всякого параллелограмма делятся пополам).

Из равенства треугольников следует:

(1=(2, т.е. BD(AC   и  (3=(4. 

99. Определение. Параллелограмм, у которого все стороны равны и все углы прямые, называется квадратом.

Такой параллелограмм можно, например, получить, если при построении прямоугольника (95) мы возьмем отрезки AB  и  AC равными, или если при построении ромба (97) возьмем угол A прямой.

Так как квадрат есть параллелограмм, прямоугольник и ромб, то он соединяет в себе все свойства этих фигур (перечислить их ! ).

99 а. Предлагаем самим учащимся доказать следующие обратные теоремы:

1. Всякий выпуклый четырехугольник, у которого противоположные углы равны есть параллелограмм.

2. Всякий четырехугольник, у которого диагонали делятся пополам есть параллелограмм.

3. Всякий параллелограмм, у которого диагонали равны есть прямоугольник.

4. Всякий параллелограмм, у которого диагонали взаимно перпендикулярны есть ромб.

2. Некоторые теоремы, основанные на свойствах параллелограмма.

100. Теорема. Если на одной стороне угла отложим равные части и через точки деления проведем параллельные прямые до пересечения с другой стороной угла, то и на этой стороне отложатся равные части.
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Черт. 87

Пусть ABС (черт. 87) какой-нибудь угол и на его стороне BС отложены равные части : BD=DE=EF . . . 

Проведем через точки D,E,F . . . параллельные прямые DM,EN,FP . . . до пересечения с AB.

Требуется доказать, что BM=MN=NP

Проведя DK (( MN, получим (DKE, равный (BMD, потому что у них:

BD=DE

(по условию)

(B=(KDE

(как соответственные углы при параллельных BM и DK и 



секущей BС )

и (BDM=(DEK
(как соответственные углы при параллельных DM и EN и 



секущей BС).

Из равенства треугольников выводим: DK=BM.

Но DK=MN ( как противоположные стороны параллелограмма DMNK)

Поэтому MN=BM.

Подобным же образом докажем, что NP=BM=MN и т.д. 

101. Задача. Данный отрезок разделить на ь равных частей.
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Черт.88


Из конца данного отрезка A проведем прямую AC, образующую с AB произвольный угол.


Откладываем на AC от точки A три произвольной длины, но равные между собой отрезка: AD,DE,EF.     Точку Fсоединим с B.


Наконец  из E и D проводим прямые EN,DM параллельные FB.


Тогда отрезок AB, по доказанному, разделится в точках M и N на три равные части.

102. Теорема. Прямая, соединяющая середины двух сторон треугольника, параллельна третьей его стороне и равна ее половине.
Доказательство 1.
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Черт. 89а

Для доказательства проведем через D прямую параллельную AC, и предположим, что это будет некоторая прямая DE1.

Так как на стороне BA угла B отложены равные части BD и DA, и из точек деления к другой стороне угла проведены параллельные прямые DE1 и AC, то (100) на стороне BС должны отложиться равные части.

Значит BE1=E1С, т.е. точка E1 есть середина BС. 

Но по условию середина BС есть точка E.

Следовательно E1 должна совместиться с E, и параллельная прямая DE1 должна слиться с DE.

Остается теперь доказать, что DE=  AC/2.

Для этого из E проведем EF(( DA.

Тогда фигура EDAF будет параллелограмм и, следовательно DE=AF.

Так как на стороне СB угла С отложены равные части (СE=EB) и из точек деления проведены к другой стороне параллельные прямые EF и BA, то СF=FA

Следовательно DE =  AC/2.





Доказательство 2.
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Черт. 89b

Продолжим MK на отрезок KE=MK и точку С соединим с точкой E (черт.89b).

Треугольники MBK и KEС равны, так как у них

CK=KB (по условию)

KE=MK (по построению)

(1=(2 (как вертикальные углы)

Из равенства этих треугольников следует:

EC=MB и, значит EC=AM

(4=(3, но эти углы внутренние накрест лежащие при прямых EC и MB и секущей BС.

Следовательно EС (( MB и , значит EС (( AM.

Рассмотрим теперь четырехугольник AMEС. 

В нем EС=AM и EС (( AM, поэтому AMEС - параллелограмм (93).

Следовательно

ME (( AC и, значит MK (( AC;

ME=AC и, значит MK= AC/2

Отрезок, соединяющий середины двух сторон треугольника, называется средней линией треугольника.

3. Определение и свойство трапеции.

103. Определение. Выпуклый четырехугольник, у которого какие-нибудь две стороны параллельны,а другие две не параллельны, называется трапецией.
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Черт. 90
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Черт. 90 а
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Черт. 90b

103 а. Определение. Отрезок, соединяющий середины боковых сторон трапеции, называется средней линией трапеции.

103 b. Теорема.  Средняя линия трапеции параллельна каждому из ее оснований и равна их полусумме.




Доказательство 1.
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Черт. 90 с

1. Проведем через E прямую параллельную BС. Пусть это будет некоторая прямая EF1.

Тогда, рассматривая (ABС, замечаем, что диагональ AC должна разделиться в точке G1 пополам (100).

Рассматривая ( ACD, находим, что сторона СD должна разделиться в точке F1 пополам.

Но середина СD есть F, значит F1 совмещается с F, и параллельная прямая EF1 сливается с EF.

2. Из (ABС, а затем из (ACВ находим:

     EG=BC/2  и  GF=AD/2,

следовательно:

EF=EG+GF=BC/2+AD/2=(BC+AD)/2

Доказательство 2.
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Черт. 90d

Через точки A и С проведем прямую, пересекающую продолжение основания KD в некоторой точке E.

(ABС и (DCE равны, так как у них:

BC=CD
(по условию)

(1=(2, 
(как вертикальные)

(4=(3 
(как внутренние накрест лежащие при параллельных AB и KE и 


секущей BD).

Отсюда AC=CE, т.е. OС является средней линией треугольника KAE.

Следовательно (102) 

OС(( KD  и  OС(( AB ;

OC=KE/2=(KD+DE)/2, но 

DE=AB (из равенства треугольников ABС и DCE ), поэтому отрезок DE можно заменить равным ему отрезком AB.

Тогда получим:         OC=(KD+AB)/2  .

_____________________________

УПРАЖНЕНИЯ.

Доказать теоремы.

37. Соединив последовательно середины сторон какого-нибудь четырехугольника, получим параллелограмм.

38. В прямоугольном ( медиана, проведенная к гипотенузе, равна ее половине. Указание: следует продолжить медиану на равное расстояние.

39. Обратно: если медиана равна половине стороны, к которой она проведена, то треугольник прямоугольный.

40. В прямоугольном ( медиана и высота, проведенные к гипотенузе, образуют угол, равный разности острых углов.

41. Если в прямоугольном ( один острый угол равен 1/3 d, то противолежащий ему катет составляет половину гипотенузы.

42. Обратно: если катет вдвое меньше гипотенузы, то противолежащий ему острый угол равен 1/3 d.

43. Всякая прямая, проведенная внутри параллелограмма через точку пересечения диагоналей (через центр параллелограмма) делится в этой точке пополам.

44. Всякая прямая, проведенная внутри трапеции между ее основаниями делится средней линией пополам.

45. Выпуклый многоугольник не может иметь более трех острых углов.

46. Через вершины углов ( проведены прямые, параллельные противоположным сторонам. Образованный ими ( в 4 раза больше данного; каждая сторона его в 2 раза больше соответствующей стороны данного (.

47. В равнобедренном ( сумма расстояний каждой точки основания от боковых сторон есть величина постоянная, а именно она равна высоте, опущенной на боковую сторону.

48. Как изменится эта теорема, если взять точку на продолжении основания?

48а. В равностороннем ( сумма расстояний всякой точки, взятой внутри этого (, до его сторон есть величина постоянная, равная высоте (.

49. Дан квадрат ABСВ. На его сторонах отложены равные части: AA1, BB1, CC1, DD1. Точки A1, B1, С1, D1 соединены последовательно прямыми. Доказать, что A1B1С1D1 - квадрат.

49а. Если середины сторон какого угодно четырехугольника взять за вершины нового четырехугольника, то последний есть параллелограмм.

Определить, при каких условиях этот параллелограмм будет: 

1) прямоугольником, 2) ромбом, 3) квадратом (решается на основании 102).

Найти геометрические места:

50. Середин всех прямых, проведенным из данной точки к различным точкам данной прямой.

51. Точек равноотстоящих от двух параллельных прямых.

52. Вершин треугольников, имеющих общее основание и равные высоты.

Задачи на построение.

53. Даны два угла треугольника, построить третий.

54. Дан острый угол прямоугольного треугольника; построить другой острый угол.

55. Провести прямую параллельную данной прямой и находящуюся от нее на данном расстоянии.

56. Разделить пополам угол, вершина которого не помещается на чертеже.

57. Через данную точку провести прямую под данным углом к данной прямой.

58. Через данную точку провести прямую так, чтобы отрезок ее заключенный между двумя данными параллельными прямыми, равнялся данной длине.

59. Между сторонами данного острого угла поместить прямую данной длины так, чтобы она была перпендикулярна к одной стороне угла.

60. Между сторонами данного угла поместить прямую данной длины так, чтобы она отсекала от сторон угла равные части.

61. Построить прямоугольный ( по данным острому углу и противолежащему катету.

62. Построить ( по двум углам и стороне, лежащей против одного из них.

63. Построить равнобедренный ( по углу при вершине и основанию.

64. То же - по углу при основании и высоте, опущенной на боковую сторону.

65. То же - по боковой стороне и высоте, опущенной на нее.

66. Построить равносторонний ( по его высоте.

67. Разделить прямой угол на 3 равные части (или построить угол равный 

1/3 d).

68. Построить ( по основанию, высоте и боковой стороне.

69. То же - по основанию, высоте и углу при основании.

70. То же - по углу и двум высотам, опущенным на стороны этого угла.

71. То же - по стороне, сумме двух других сторон и высоте, опущенной на одну из этих сторон.

72. То же - по двум углам и периметру.

73. То же - по высоте, периметру и углу при основании.

74. Провести в ( прямую параллельную основанию так, чтобы она была равна сумме отрезков боковых сторон, считая от основания.

75. Провести в ( прямую параллельную основанию так, чтобы верхний отрезок одной боковой стороны равнялся нижнему отрезку другой боковой стороны.

76. Построить многоугольник равный данному (указание: диагоналями разбивают многоугольник на треугольники).

77. Построить четырехугольник по трем его углам и двум сторонам, образующим четвертый угол (указание: надо найти четвертый угол).

78. То же - по трем сторонам и двум диагоналям.

79. Построить параллелограмм по двум неравным сторонам и одной диагонали.

80. То же - по стороне и двум диагоналям.

81. То же - по двум диагоналям и углу между ними.

82. То же - по основанию, высоте и углу между ними.

83. Построить прямоугольник по диагонали и углу между диагоналями.

84. Построить ромб по стороне и диагонали.

85. То же - по двум диагоналям.

86. То же - по высоте и диагонали.

87. То же - по углу и диагонали, проходящей через этот угол.

88. То же - по диагонали и противолежащему углу.

89. То же - по сумме диагоналей и углу, образованному диагональю со стороной.

90. Построить квадрат по данной диагонали.

91. Построить трапецию по основанию, прилежащему к нему углу и двум непараллельным сторонам (могут быть два решения, одно и ни одного).

92. То же - по разности оснований, двум боковым сторонам и одной диагонали.

92а. То же - по четырем сторонам (всегда ли задача возможна?)

93. То же  - по основанию, высоте и двум диагоналям (условие возможности)

94. То же - по двум основаниям и двум диагоналям (условие возможности).

95. Построить квадрат по сумме сторон с диагональю.

96. То же - по разности диагонали и стороны.

97. Построить параллелограмм по двум диагоналям и высоте.

98. То же - по стороне, сумме диагоналей и углу между ними.

99. Построить ( по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

100. То же - по основанию, высоте и медиане, проведенной к боковой стороне.

100а. Построить прямоугольный ( по гипотенузе и сумме катетов.

100b. То же - по гипотенузе и разности катетов.

D





Пусть дана какая-нибудь прямая AB (черт.11) и на ней произвольная точка O.





Требуется доказать, что :





1. из этой точки можно, по каждую сторону от прямой AB, восставить к AB перпендикуляр.





2. этот перпендикуляр может быть только один (по каждую сторону от прямой).











Всякий угол (АОС черт.13), меньший прямого угла (АОВ) называется острым.





Всякий угол (AOD) больший прямого называется тупым.








Даны два смежных угла: АОВ и ВОС   


(черт. 17).





Требуется доказать, что 





(АОВ+(ВОС= d+ d = 2d








потому что эта сумма составляет сумму двух смежных углов, 





например таких:       АОС + СОЕ .








потому что эта сумма равна





(MOB + BOC + COD) + (DOE + EOA + AOM) = 





= 2d + 2d = 4d














Потому что сумма углов COB b BOD равна 2d.





Пусть даны два вертикальных угла: AOD и СOB т.е. OB есть продолжение OA, а OС продолжение OD. 





Требуется доказать, что AOD = СOB.





Пусть дана какая-нибудь прямая АВ (черт.23) и вне ее произвольная точка М.





Требуется доказать, что 





1. из этой точки можно опустить на прямую АВ перпендикуляр и





2. что этот перпендикуляр может быть только один. 








Пусть тр-к ABС (черт.34) равнобедренный и прямая BD делит пополам угол B при его вершине.





Требуется доказать, что BD есть также и медиана и высота.








Пусть ABС и A1B1С1 два треугольника (черт.35), у которых





A=A1  ,    AС=A1С1 ,  AB=A1B1





Требуется доказать, что эти треугольники равны.








Пусть  ABС и A1B1С1  два треугольника (черт.36), у которых


		


СB=С1B1 ,  С=С1 ,   B=B1





Требуется доказать, что эти треугольники равны.











Пусть  ABС и A1B1С1  два треугольника (черт.37), у которых


AB=A1B1 ,


BС=B1С1 , СA=С1A1





Требуется доказать, что эти треугольники равны .











Например, продолжим в тр-ке ABC (черт. 38) сторону AC за точку С . 








Докажем, что угол BCD, называемый внешним по отношению к тр-ку ABС, больше каждого из внутренних углов A и B, не смежных с внешним. 








Действительно, допустим, что какой-нибудь угол С тр-ка ABС (черт.39) будет прямой или тупой. 


Тогда смежный с ним внешний угол BCD должен быть прямой или острый. Следовательно углы A и B , которые по доказанной теореме меньше внешнего угла должны быть оба острые.

















Пусть в (ABС (черт.40) сторона AB больше BС. 








Требуется доказать, что (С больше (A.

















Пусть углы A и С равны (черт.41).





Требуется доказать, что AB = BС.








Пусть в (ABС (черт. 42) угол С больше угла A.








Требуется доказать, что   AB > BС .








Пусть в (ABС сторона AС будет наибольшая (черт. 43).





 Докажем, что даже эта наибольшая сторона меньше суммы других сторон, т.е. меньше AB+BC.





Пусть (черт.44) AE есть прямая, а ABCDE какая-нибудь ломаная, проведенная между концами прямой. 





Требуется доказать, что AE короче AB+BC+CD+DE.








Пусть ABCD - выпуклая ломаная,  AEFGD - какая-нибудь обЪемлющая ломаная. 





Требуется доказать, что ABCD короче AEFGD.








Пусть ABCD (черт. 46) - выпуклый многоугольник, а LMNPQR какой-нибудь многоугольник, внутри которого заключен первый. 


Требуется доказать, что 





AB+BC+CD+DA < LM+MN+NP+PQ+QR+RL








Пусть из точки A, взятой вне прямой MN, проведены к этой прямой перпендикуляр AB и какая-нибудь наклонная AС. 





Требуется доказать, что 


AB < AС .





Пусть BA и BC - наклонные, проведенные из точки B к прямой AС, причем AB=BC 


(черт.48 b). 





Требуется доказать, что их проекции равны, т.е. AO=OC.











Пусть KС и BС - наклонные к прямой KB (черт. 48 с),  СO(KB и KC > BС.





Требуется доказать, что KO > OB.








Пусть ABС  и  A1B1С1  (черт.49) два прямоугольных треугольника, у которых: AB=A1B1  и A=A1 .


	


Требуется доказать, что эти треугольники равны.











Пусть (черт.50) в прямоугольных треугольниках дано:


AB=A1B1  и  BC=B1С1





Требуется доказать, что треугольники равны.








Пусть точка M (черт.51) одинаково удалена от концов отрезка прямой AB, т.е. MA=MB.





Требуется доказать, что M лежит на перпендикуляре, проведенном к отрезку AB через его середину.





Если какая-нибудь точка (M) не одинаково удалена от концов отрезка прямой (A и B ), то она не лежит на перпендикуляре (СD) к этой прямой, проведенном через ее середину  (O).








Если какая-нибудь точка не лежит на перпендикуляре к конечной прямой, проведенном через ее середину, то она не одинаково удалена от концов этой прямой.








Пусть точка M (черт. 53) одинаково удалена от сторон угла ABС, т.е. перпендикуляры MF  и  ME, опущенные из этой точки на стороны угла, равны.





Требуется доказать, что точка M лежит на биссектрисе угла ABС.








Если какая-нибудь точка (M) не одинаково удалена от сторон угла (ABC), то она не лежит на его биссектрисе (BD).





	Если какая-нибудь точка не лежит на биссектрисе угла, то она не одинаково удалена от его сторон.





Эта линия называется окружностью, а точка О - ее центром. 


Прямые ОА, ОВ, ОС, соединяющие центр с какими-нибудь точками окружности, называются радиусами. Все радиусы одной окружности равны между собой. 


Часть окружности, например AB, называется дугой.





Пусть AB (черт.63) данная прямая и С какая-нибудь точка , взятая вне ее.





Требуется доказать, что через С можно провести прямую, параллельную AB.








Так, если прямая СD, проведенная через точку С (черт.62) параллельна прямой AB, то всякая другая прямая СE, проведенная через ту же точку С, не может быть параллельна AB, т.е. она при продолжении пересечется с AB.








Действительно, если предположить, что A и B пересекаются в некоторой точке M, то тогда через эту точку проходили бы две различные прямые, параллельные С, что невозможно.














Пусть (черт.66) AB (( СD   и EF (AB.





Требуется доказать , что EF (СD.








соответственные углы : 


1 и 5,   4 и 8,   2 и 6,   3 и 7 ;





внутренние накрест лежащие углы: 


3 и 5,   4 и 6 ;





внешние накрест лежащие углы: 


1 и 7,    2 и 8;





внутренние односторонние углы: 


3 и 6,   4 и 5 ;





внешние односторонние углы :


 1 и 8,   2 и 7 ;








Пусть прямые AB и СD (черт.68.) параллельны и пересечены третьей прямой MN.





Требуется доказать, что:





1. (4 = (6  и (3 = (5


2. (2 = (8  и (1 = (7


3. (2 =(6 , (1 = (5, (3 = (7,  	(4 = (8





4. (3+(6 = 2d  и  (4+(5 = 2d


5. (2+(7 = 2d    и  (1+(8 =2d








Пусть (черт.69) внутренние нактрест лежащие углы 1 и 2 равны.





Требуется доказать, что AB (( СD.











Пусть ABС (черт. 76) какой-нибудь треугольник.





Требуется доказать, что сумма углов A, B, С  равна 2d.





Пусть ABCD (черт.79) - параллелограмм., т.е. AB (( СD  и  BС (( AD .





Требуется доказать, что


1. (A=(С  и  (B=(D;


2. (A+(B=2d , (B+(С=2d  и т.д.











Пусть ABCD (черт.80) - параллелограмм, т.е. AB(( СD  и  BС (( AD.





Требуется доказать, что AB=CD  и  BC=AD.








Пусть ABCD (черт.82) - параллелограмм, а     AC  и  BD его диагонали.





Требуется доказать, что


	 BO=OD  и  AO=OС.








Пусть ABCD (черт.83) - выпуклый четырехугольник, у которого:


AB=CD  и  BC=AD.





Требуется доказать, что ABCD - параллелограмм, т.е. AB (( CD  и  BC (( AD.





Пусть в четырехугольнике  ABCD , (черт.84) по условию дано:


BC=AD  и  BC (( AD.





Требуется доказать, что ABCD - параллелограмм, т.е. что AB ((CD.





Такой параллелограмм можно, например, получить, если на сторонах прямого угла A 


(черт. 86) от его вершины отложим произвольной длины отрезки AB и AС и через точки B и С проведем прямые BD и СE, параллельные сторонам прямого угла.











Пусть ABCD (черт.84а) - прямоугольник, 


а   AС и BD его диагонали.





Требуется доказать, что AC=BD.








Такой параллелограмм можно, например, получить, если на сторонах произвольного угла A (черт. 86b ) от его вершины отложить равные отрезки AB и AС и через точки B и С провести прямые BD и СE, параллельные сторонам угла A. 








Пусть ABCD (черт. 86с) - ромб, 


а  AС и BD его диагонали.





Требуется доказать, что AC(BD и что каждый из углов ромба делится пополам.








Эта задача решается на основании предыдущей теоремы. 





Пусть AB (черт.88) данный отрезок, который требуется разделить, положим, на 3 равные части.








Пусть (черт.89 а) 


D есть середина стороны AB и


E - середина стороны BС треугольника ABС.





Докажем сначала, что DE (( AС.








Дано: в треугольнике ABС


 AM=BM  и CK=BK.





Требуется доказать:


1. MK((AС


2. MK =  AС/2








Такой четырехугольник можно, например, получить , если между двумя параллельными прямыми BС  и  AD (черт.90) провести какие-нибудь секущие прямые AB  и  СD.





Параллельные стороны трапеции называются ее основаниями, 


непараллельные - боковыми сторонами (боками).








Если боковые стороны равны, то трапеция называется равнобедренной.





Трапеция ABEF равнобедренная, т.к. AB=EF (черт.90а).





Трапеция, у которой одна из боковых сторон перпендикулярна к основанию, называется прямоугольной (черт. 90b).





Пусть (черт.90 с) E есть середина стороны AB и F - середина стороны СD трапеции ABCD.





Требуется доказать, что EF(( BС (и следовательно EF(( AD) и, кроме того, что EF = (AD+BC)/2.








Дано: OC - средняя линия трапеции ABDK, 


т.е. OK=OA  и  BC=CD (черт.90d)





Требуется доказать, что 


OC(( KD  и  OC(( AB


OC=(KD+AB)/2
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