ОГЛАВЛЕНИЕ

	КНИГА 2 Окружность.



	Глава1. Форма и положение окружности.....................................

	Глава 2. Равенство и неравенство дуг..........................................

	Глава 3. Зависимость между дугами, хордами и расстоянием хорд от центра....................................................................................

	Глава 4. Свойства касательной.......................................................

	Основные задачи на проведение касательной..........................................

	Глава 5. Относительное положение окружностей.......................

	Упражнения............................................................................................

	Глава 6. Измерение величин...........................................................

	Глава 7. Измерение углов с помощью дуг.....................................

	Глава 8. Вписанные и описанные многоугольники......................

	Глава 9. Четыре замечательные точки в треугольнике......................

	Упражнения.............................................................................................


КНИГА 2.

ОКРУЖНОСТЬ.
_____

ГЛАВА 1.

Форма и положение окружности.

104. Определение. Окружностью (черт. 91) называется замкнутая плоская линия, все точки которой одинаково удалены от одной и той же точки (O), называемой центром.
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Черт.91.

Прямые (OA, OB, OС. . . ), соединяющие центр с точками окружности, называются радиусами.

Бесконечная прямая (MN), проходящая через какие-нибудь две точки окружности, называется секущей, 

а часть ее (EF), заключенная между этими точками, называется хордой.

Всякая хорда (AD), проходящая через центр, называется диаметром.

Какая-нибудь часть окружности (напр. EmF ) называется дугой.

О хорде (EF), соединяющей концы дуги, говорят, что она стягивает эту дугу.

Дуга обозначается иногда знаком  ( ; напр., пишут так:  (EmF.

Часть плоскости, ограниченная окружностью, называется кругом. 

Часть круга (напр., СOB, заштрихованная на чертеже), ограниченная дугой и двумя радиусами, проведеннвми к концам дуги, называется сектором.

Часть круга, (напр., EmF), ограниченная дугой и стягивающей ее хордой, называется сегментом.
105. Следствия.

1. Все радиусы одной окружности равны.

2. Диаметр равен двум радиусам.

3. Точка, лежащая внутри круга, ближе к центру, а точка, лежащая вне круга, дальше от центра, чем точки окружности.

106. Теорема. Прямая и окружность не могут иметь более двух общих точек.
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Черт. 92

Для доказательства предположим, что прямая MN (черт. 92) имеет с окружностью, центр которой находится в точке O , три общие точки A, B и С.

Тогда прямые OA, OB, OС должны быть равны между собой как радиусы,

вследствие чего тр-ки OAB и OAС будут равнобедренные и

следовательно, (1=(2  и  (1=(3 , откуда (2=(3,

но это невозможно, так как (2 - внешний по отношению к (OBС, а значит больше внутреннего не смежного с ним (3  (42).

107. Следствие. Никакая часть окружности не может совместиться с прямой, потому что в противном случае окружность с прямой имела бы более двух общих точек.

108 Определение. Линия, никакая часть которой не может совместиться с прямой, называется кривой.

Из предыдущего следует, что окружность есть кривая линия.

109. Теорема. Через всякие три точки, не лежащие на одной прямой, можно провести окружность и только одну.
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Черт. 93.

Через три точки A, B и С (черт.93), не лежащие на одной прямой, очевидно, только тогда можно провести окружность, если существует такая четвертая точка O, которая одинаково удалена от A, B и С.

Такая точка действительно существует. Чтобы найти ее, рассуждаем так:

геометрическое место точек, одинаково удаленных от A и B , есть перпендикуляр MN , проведенный к отрезку AB через его середину (63);

геометрическое место точек, одинаково удаленных от B и С , есть перпендикуляр PQ , проведенный к отрезку BС через его середину.

Прямые MN и PQ перпендикулярны к пересекающимся прямым AB и BС, а значит должны и сами пересекаться (79. 2)  в некоторой точке O.

Эта точка, находясь на обоих геометрических местах, одинаково удалена от A, B и С .

Значит, окружность, описанная из точки O, как центра, радиусом OA, пройдет через эти точки.

Так как точка, одинаково удаленная от A, B и С , должна непременно находиться на пересечении прямых MN и PQ , а две прямые могут пересечься только в одной точке, то искомая окружность имеет только один центр O.

Так как, сверх того, длина ее радиуса может быть только одна, равная расстоянию   точки O от A, или от B , или от С , то искомая окружность - единственная. 

110. Следствие. Точка O ( черт 93), находясь на одинаковом расстоянии от A и С, должна лежать на перпендикуляре RS, проведенном к хорде AС через ее середину.

Таким образом:

Три перпендикуляра к сторонам треугольника (ABС черт 93.), проведенные через их середины, пересекаются в одной точке.
111. Задача. Найти центр данной окружности (черт.94).
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Черт.94.
________________

ГЛАВА 2

Равенство и неравенство дуг.

112. Теорема. Два круга одинакового радиуса равны (черт. 95).
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Черт.95

Тогда обе окружности совместятся, так как в противном случае их точки неодинаково отстояли бы от центра и, следовательно, радиусы были бы не равны.

113. Замечание. Вращая один из совпавших кругов вокруг общего центра, мы не нарушим их совмещения. Из этого следует, что

две части одной окружности или две части равных окружностей могут быть наложены одна на другую так, что все точки одной части окажутся лежащими на другой. 

114. Определение. Две дуги одинакового радиуса считаются равными, если они при наложении могут быть совмещены.
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Черт. 96.

Суммой нескольких данных дуг одинакового радиуса называется такая дуга того же радиуса, которая составлена из частей, соответственно равных данным дугам.

Так, если от произвольной точки M (черт.96) окружности отложим часть MN, равную AB, и затем от точки N в том же направлении часть NP, равную СD, то дуга MP будет равна сумме дуг AB и СD.

Подобным образом можно составить сумму трех и более дуг.

Сумма дуг обладает свойством переместительности, т.е. она не зависит от порядка слагаемых.

Из понятия о сумме дуг одного и того же радиуса выводятся понятия об их разности, произведении и частном в том же смысле, как и для отрезков прямых.

115. Теорема. Всякий диаметр делит окружность и круг пополам (черт 97).
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Черт. 97.
Таким образом, всякий диаметр делит окружность на две полуокружности, а круг на два полукруга.

116. Замечание. Всякая хорда CB (черт. 97), не проходящая через центр, стягивает две неравные дуги: одна из них, больше полуокружности, другая - меньше. Когда говорят: “дуга, стягиваемая хордой”, то обычно подразумевают ту из двух дуг, которая меньше полуокружности.

117. Теоремы.

1. Диаметр, перпендикулярный к хорде, делит эту хорду и обе стягиваемые ею дуги пополам.

2. Дуги, заключенные между параллельными хордами, равны.

1.
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Черт. 98.

Перегнем чертеж по диаметру AB так, чтобы его левая часть совпала с правой.

Тогда полуокружность ACD совместится с полуокружностью ADB, а перпендикуляр KС пойдет по KD.

Из этого следует, что точка С совпадет с D.   Поэтому:

CK=KD;   ( CB= ( BD б ( СA= ( DA.

2.
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Черт. 99.

Проведя диаметр AB, перпендикулярный к хордам (74), перегнем чертеж по этому диаметру.

Тогда одна полуокружность совпадет с другой, перпендикуляр KС пойдет по KD , а перпендикуляр LE по LF.

Из этого следует, что точка С совместится с D , а точка E с F.

Значит ( СE= ( DF.

118. Задача. Разделить данную конечную дугу ( AB, черт.100) пополам.
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Черт. 100

_____________________

ГЛАВА 3.

Зависимость между дугами, хордами и расстояниями хорд от центра.

119. Теоремы. В одном круге или в равных кругах:

1. если дуги равны, то стягивающие их хорды равны и одинаково удалены от центра;

2. если дуги не равны и притом каждая меньше полуокружности, то большая из них стягивается большей хордой, и эта большая хорда ближе к центру.

1.
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Черт. 101

Повернем сектор OAB вокруг центра O в направлении указанном стрелкой, настолько, чтобы радиус OB совпал с OС.

Тогда дуга BA пойдет по дуге СD, и вследствие их равенства эти дуги совместятся.

Значит, хорда AB совместится с хордой СD (между двумя точками можно провести только одну прямую) и 

перпендикуляр OE совпадет с OF (из одной точки можно опустить на прямую только один перпендикуляр).       Т.е. AB = СD  и  OE= OF.

2.
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Черт.102

Отложим на дуге СD часть СK, равную AB, и проведем вспомогательную хорду СK, которая, по доказанному, равна хорде AB и одинаково с ней удалена от центра.

В тр-ках СOD и СOK две стороны одного равны двум сторонам другого (как радиусы) , а углы, заключенные между этими сторонами не равны.

В этом случае, как мы знаем (54), против большего из углов, т.е. СOD, должна лежать большая сторона.

Значит СD>СK , и потому СD> AB .

Для доказательства того, что OE>OF , проведем OL ( СK и примем во внимание, что, по доказанному в 1-ой части этой теоремы, OE= OL.

Следовательно, нам достаточно сравнить OF с OL.

В прямоугольном ( OFM (заштрихованном на чертеже) гипотенуза OM больше катета OF.

Но OL > OM.  Значит, и подавно, OL > OF и потому OE > OF .

Теорема, доказанная нами для одного круга, остается верной и для равных кругов, потому что такие круги ничем друг от друга не отличаются, кроме своего положения.

120. Обратные теоремы. Так как в предыдущем параграфе рассмотрены всевозможные случаи относительно сравнительной величины двух дуг одного радиуса, при этом получились различные выводы относительно сравнительной величины хорд и расстояний их от центра, то обратные теоремы должны быть верны (48), а именно:

В одном круге или в равных кругах:

1. равные хорды стягивают равные дуги и одинаково удалены от центра;

2. хорды, одинаково удаленные от центра равны и стягивают равные дуги;

3. из двух неравных хорд большая стягивает большую дугу и ближе к центру;

4. из двух хорд, неодинаково удаленных от центра, та, которая ближе к центру, больше и стягивает большую дугу.

Эти теоремы легко доказываются от противного.

Например, для доказательства первой из них рассуждаем так:

если бы данные хорды стягивали неравные дуги, то, согласно прямой теореме, они были бы не равны, что противоречит условию.

Значит равные хорды должны стягивать равные дуги, 

а если дуги равны, то согласно прямой теореме, стягивающие их хорды одинаково удалены от центра.

121. Теорема. Диаметр есть наибольшая из хорд.
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Черт. 103

Но всякий диаметр (СD) равен двум радиусам. Значит диаметр больше всякой хорды, не проходящей церез центр.

_______________

ГЛАВА 4.

Свойства касательной.

122а. Относительное положение прямой и окружности.

Прямая относительно окружности может находиться в следующих трех положениях:

1. Расстояние от центра окружности до прямой больше радиуса.

В этом случае все точки прямой лежат вне круга.

2. Расстояние от центра окружности до прямой меньше радиуса.

В этом случае прямая имеет точки, лежащие внутри круга и так как прямая бесконечна в обе стороны, то она пересекается с окружностью в 2 точках (106).

3. Расстояние от центра окружности до прямой равно радиусу.

Этот случай рассматривается в следующих параграфах.

122. Определение. 
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Черт. 104.

Возможность существования касательной, и притом проведенной через любую точку окружности, как точку касания, доказывается следующей теоремой.

123. Теорема. Если прямая перпендикулярна к радиусу в его конце, лежащем на окружности, то эта прямая - касательная.
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Черт. 105

Допустим противное: пусть MN имеет с окружностью еще другую общую точку, например B.

Тогда прямая OB была бы радиусом и, следовательно, равнялась бы OA.

Но этого быть не может, так как, если OA - перпендикуляр, то OB должна быть наклонной к MN, а наклонная больше перпендикуляра.

124.Обратная теорема. Если прямая касательна к окружности, то радиус, проведенный в точку касания, перпендикулярен к ней.

Пусть MN (черт. 105.) - касательная к окружности, A - точка касания и O - центр этой окружности.

Требуется доказать, что OA(MN.

Допустим противное, т.е. предположим, что перпендикуляром, опущенным из O на MN, будет не OA , а какая-нибудь другая прямая, например, OB.

Возьмем BС = AB и проведем OС.

Тогда OA и OС будут наклонные, одинаково удаленные от перпендикуляра OB , и следовательно , OС = OA .

Из этого следует, что окружность, учитывая наше предположение, будет иметь с прямой MN две общие точки: A  и  С , т.е. MN будет не касательная, а секущая, что противоречит условию.

Следствие. Через всякую данную на окружности точку можно провести касательную к этой окружности и притом только одну,так как через эту точку можно провести перпендикуляр, и притом только один, к радиусу, проведенному в нее.

125. Теорема. Касательная параллельная хорде, делит в точке касания дугу, стягиваемую хордой, пополам.

[image: image16.png]A





Черт. 106.

Проведя через точку касания диаметр ME, получаем : EM ( AB (124) и следовательно, EM ( СВ (74).

Поэтому СM=MD (117. 1.).

126. Задача. Через данную точку провести касательную к данной окружности.

Если данная точка находится на окружности, то проводят через нее радиус и через конец радиуса перпендикулярную прямую. Эта прямая будет искомой касательной (123).

Рассмотрим тот случай, когда точка дана вне круга.
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Черт. 107.

Действительно, из построения видно, что тр-ки AOB  и  AOС равнобедренные

 ( AO = AB =AС ) с основаниями OB  и  OС , равными диаметру круга O.

Так как OD и OE - радиусы , то D - середина OB , а E - середина OС, значит AD и AE  - медианы, проведенные к основаниям равнобедренных тр-ков, и потому перпендикулярны к этим основаниям (38). Если же прямые DA и EA  перпендикулярны к радиусам OD и OE, то они - касательные (123).

127. Следствие. Две касательные, проведенные из одной точки к окружности, равны и образуют равные углы с прямой, соединяющей эту точку с центром.

Так AD=AE и (OAD= (OAE (черт.107), потому что прямоугольные тр-ки AOD и AOE, имеющие общую гипотенузу AO и равные катеты OD и OE (как радиусы), равны.

Заметим, что здесь под словом “касательная” подразумевается собственно “отрезок касательной” от данной точки до точки касания.

128. Задача. Провести касательную к данной окружности O параллельно данной прямой AB (черт. 108).
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Черт. 108.

Действительно, так как OС ( AB и EF (( AB , то EF ( OD , а прямая, перпендикулярная к радиусу в его конце, лежащем на окружности - касательная.

129. Задача. К двум окружностям O  и  O1 провести общую касательную (черт. 109).
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Черт. 109

1. Анализ. Предположим, что задача решена. 

Пусть AB будет общая касательная , A и B - точки касания.

Очевидно, что если мы найдем одну из этих точек, например, A, то затем легко найдем и другую.

Проведем радиусы OA и O1B. Эти радиусы, будучи перпендикулярны к общей касательной, параллельны между собой.

Поэтому, если из O1 проведем O1С(( BA, то тр-к OСO1 будет прямоугольный при вершине С.

Вследствие этого, если опишем из O, как центра, радиусом OС окружность, то она будет касаться прямой O1С в точке С.

Радиус этой вспомогательной окружности известен: он равен

 OA – СA= OA - O1B , т.е. он равен разности радиусов данных окружностей.

Построение. 

Из центра O описываем окружность радиусом, равным разности данных радиусов.

Из O1 проводим к этой окружности касательную O1С ( способом, указанным в предыдущей задаче).

Через точку касания С проводим радиус OС и продолжаем его до встречи с данной окружностью в точке A. Наконец из A проводим AB параллельно СO1.

Доказательство (синтез) предоставляем самим учащимся на основании изложенного выше анализа.

Совершенно таким же способом мы можем построить другую общую касательную A1B1 (черт. 109). Прямые AB и A1B1 наз. внешними общими касательными.

Можно еще провести две внутренние касательные следующим образом.

2.
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Черт. 110.

Анализ. Предположим, что задача решена (черт.110). Пусть AB - искомая касательная.

Проведем радиусы OA и O1B в точки касания A и B. Так как эти радиусы оба перпендикулярны к общей касательной, то они параллельны между собой.

Поэтому, если из O1 проведем O1С (( BA и продолжим OA до точки С, то OС будет перпендикуляр к O1С.

Вследствие этого окружность, описанная радиусом OС из точки O , как центра, будет касаться прямой O1С в точке С.

Радиус этой вспомогательной окружности известен: он равен

 OA+AС = OA+O1B,  т.е. он равен сумме радиусов данных окружностей.

Построение. Из O как центра, описываем окружность радиусом, равным сумме данных радиусов.

Из O1 проводим к этой окружности касательную O1С.

Точку касания С соединяем с O.

Наконец через точку A , в которой OС пересекается с данной окружностью, проводим AB = O1С.

Доказательство (синтез) выполняется теперь весьма просто.

Подобным же способом можем построить другую внутреннюю касательную A1B1.

130. Общее определение касательной. 
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Черт. 111.

Тогда перпендикуляр OD , опущенный из центра на секущую, будет все больше и больше приближаться к радиусу OA , и угол AOD может стать меньше всякого малого угла.

Угол MAT , образованный секущей и касательной, равен углу AOD (вследствие перпендикулярности их сторон).

Поэтому при неограниченном приближении точки B к A угол MAT также может стать как угодно мал. 

Это выражают иными словами так: 

касательная есть предельное положение , к которому стремится секущая, проведенная через точку касания, когда вторая точка пересечения неограниченно приближается к точке касания.

Это свойство принимают за определение касательной, когда речь идет о какой угодно кривой.
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Черт. 112.

Так, касательной к кривой AB (черт.112) называется предельное положение MT, к которому стремится секущая MN , когда точка пересечения P неограниченно приближается к M.

Заметим, что определяемая таким образом касательная может иметь с кривой более одной общей точки (как это видно на черт. 112).

___________________

ГЛАВА 5.

Относительное положение окружностей.

132. Определения. 

Если две окружности имеют только одну общую точку, то говорят, что они касаются.

Если же две окружности имеют две общие точки, то говорят, что они пересекаются.

Трех общих точек две не сливающиеся окружности иметь не могут, потому что в противном случае через три точки можно было бы провести две различные окружности, что невозможно (109).

Будем называть линией центров прямую, проходящую через центры двух окружностей (например, прямую OO1 , черт. 113).

133. Теорема. Если две окружности имеют общую точку по одну сторону от линии центров, то они имеют общую точку и по другую сторону от этой линии, т.е. такие окружности пересекаются.
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Черт. 113

Опустим из A на прямую OO1 перпендикуляр AB и продолжим его на расстояние BA1 , равное AB.

Докажем теперь, что точка A1 принадлежит обеим окружностям.

Из построения видно, что точки O и O1 лежат на перпендикуляре, проведенном к отрезку AA1 через его середину.

Из этого следует, что точка O одинаково удалена от A и A1 (59. 2)

То же можно сказать и о точке O1.

Значит обе окружности, при продолжении их, пройдут через A1.

Таким образом, окружности имеют две общие точки : A (по условию) и A1 

( по доказанному).

Следовательно, они пересекаются.

134. Следствие. Общая хорда (AA1  черт 113) двух пересекающихся окружностей перпендикулярна к линии центров и делится ею пополам.

135. Теоремы.

1. Если две окружности имеют общую точку на линии их центров или на ее продолжении, то они касаются.

2. Обратно: если две окружности касаются, то общая их точка лежит на линии центров или на ее продолжении.

1.
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Черт. 114.



Черт.115.
Пусть общая точка A двух окружностей лежит на линии центров OO1 (черт.114) или на ее продолжении (черт.115).

Требуется доказать, что такие окружности касаются, т.е. что они не имеют никакой другой общей точки.

Окружности не могут иметь другой общей точки вне линии центров, потому что в противном случае они имели бы еще третью точку по другую сторону от линии центров (133) и, следовательно должны были бы слиться (109).

Они не могут иметь другой общей точки и на линии центров, так как на этой прямой, очевидно, нет другой точки, которая от обоих центров была бы удалена настолько же, как и точка A.

Следовательно, окружности имеют только одну общую точку, т.е. они касаются.

2. Пусть две окружности O и O1 (черт.114 или 115) касаются, т.е. имеют только одну общую точку A.

Требуется доказать, что эта точка лежит на линии центров или на ее продолжении.

Точка A не может лежать вне линии центров, потому что в противном случае окружности пересекались бы (133).

136. Следствие. Две касательные окружности имеют общую касательную в точке касания , потому что прямая MN (черт 114 или 115), перпендикулярная (124) к OA , перпендикулярна также и к O1A.

137. Признаки различных случаев относительного положения окружностей.

Пусть имеем две окружности с центрами O и O1 , радиусами R и R1 и расстоянием между центрами   d.

Эти окружности могут находиться в следующих 5-ти относительных положениях (черт. 116):
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Черт. 116.

1. Окружности лежат одна вне другой, не касаясь. В этом случае, очевидно , d>R+R1 .

2. Окружности имеют внешнее касание. Тогда d=R+R1 , так как точка касания лежит на линии центров O O1.

3. Окружности пересекаются. Тогда

 d<R+R1   и  d>R+R1 ,
 потому что в тр-ке OAO1 сторона OO1 меньше суммы, но больше разности двух других сторон.

4. Окружности имеют внутреннее касание. В этом случае в е R - R1 , потому что точка касания лежит на продолжении линии OO1  .

5. Одна окружность лежит внутри другой, не касаясь. Тогда, очевидно, 

d<R-R1 (в частном случае в может равняться нулю, т.е. окружности могут иметь общий центр. Такие окружности называются концентрическими).

138. Обратные предложения. Так как различные случаи расположения окружностей сопровождаются различными соотношениями между расстоянием центров и величиной радиусов, то обратные предложения должны быть верны (48), а именно:

1. Если  d> R + R1 , то окружности расположены одна вне другой, не касаясь.

2. Если  d = R + R1 , то окружности касаются извне.

3. Если  d < R +R1  и в то же время d> R - R1 , то окружности пересекаются.

4. Если  d = R - R1 , то окружности касаются изнутри.

5. Если  d < R - R1 ,  то одна окружность лежит внутри другой не касаясь.

Эти предложения легко доказываются от противного.

Например, для доказательства первого предложения рассуждаем так:

Предположим противное, т.е., что окружности не расположены одна внутри другой.

Тогда могут возникнуть 4 случая относительно их взаимного расположения.

Какой бы из этих случаев мы ни взяли, ни в одном из них не будет такой зависимости между расстоянием центров и величиной радиусов, какая нам дана в условии d> R Е R1 .

Значит все эти случаи исключаются. Остается один возможный, именно тот, который требовалось доказать.

Таким образом перечисленные признаки различных случаев относительно положения двух окружностей не только необходимы, но и достаточны.

______________

УПРАЖНЕНИЯ

Найти геометрические места:

101. - точек, из которых касательные, проведенные к данной окружности, равны данной длине.

102 - точек, из которых данная окружность видна под данным углом (т.е. две касательные, проведенные из каждой точки к окружности составляют между собой данный угол).

103. - центров окружностей, описанных данным радиусом и касающихся данной прямой.

104. - центров окружностей, касающихся данной окружности в данной точке.

105. - центров окружностей, описанных данным радиусом и касающихся данной окружности (два случая: касание внешнее и касание внутреннее).

106. Прямая данной длины движется параллельно самой себе так, что один ее конец скользит по окружности. Найти геом. место, описываемое другим концом.

107. Прямая данной длины движется так, что концы ее скользят по сторонам прямого угла. Найти геом. место, описываемое серединой этой прямой.

Доказать теоремы.

107а. В круге центра O проведена хорда AB и продолжена на расстояние BС , равное радиусу. Через точку С и центр O проведена секущая СD ( D вторая точка пересечения с окружностью). Доказать, что угол AOD равен утроенному углу AСD.

108. Если через центр окружности и данную вне окружности  точку проведем секущую, то ее часть, заключенная между данной точкой и ближайшей точкой пересечения, есть наименьшее расстояние, а часть заключенная между данной точкой и другой точкой пересечения, есть наибольшее расстояние точки от окружности.

109. Кратчайшее расстояние между двумя окружностями, лежащими одна вне другой, есть отрезок линии центров, заключенный между окружностями.

110. Из всех хорд, проведенных в окружности через одну точку, наименьшая есть та, которая перпендикулярна к радиусу, проходящему через эту точку.

111. Если через точку пересечения двух окружностей будем проводить секущие, не продолжая их за окружности, то наибольшей из них окажется та, которая параллельна линии центров.

112. Если к двум окружностям, касающимся извне, провести три общие касательные, то внутренняя из них делит две другие в точках, одинаково удаленных от точек касания.

113. Все хорды данной длины, проведенные в данной окружности, касаются некоторой другой окружности.

114. Если через одну из точек пересечения двух окружностей проведем диаметры в каждой окружности, то прямая, соединяющая их концы, пройдет через другую точку пересечения.

114а. Через точку A окружности проведена хорда AB и касательная в точке B. Диаметр, перпендикулярный радиусу OA, встречает касательную и хорду соответственно в точках С и D . Доказать, что BC=CD.

114b. К двум окружностям центров O и O1 , касающимся извне в точке A , проведена общая внешняя касательная BС ( B и С точки касания). Доказать, что (BAС - прямой.

Задачи на построение.
115. Разделить данную дугу на 4, 8 ,  16 . . . равных частей.

116. По сумме и разности дуг найти эти дуги.

117. Из данной точки, как центра, описать такую окружность, которая разделила бы данную окружность пополам.

118. На данной прямой найти точку, наименее удаленную от данной окружности.

119. В круге дана хорда. Провести другую хорду, которая делилась бы первой хордой пополам и составила бы с ней данный угол.

120. Через данную в круге точку провести хорду, которая делилась бы этой точкой пополам.

121. Из точки, данной на стороне угла, описать окружность, которая от другой стороны угла отсекла бы хорду данной длины.

122. Данным радиусом описать окружность, центр которой лежал бы на стороне данного угла и которая от другой его стороны отсекала бы хорду данной длины.

123. Данным радиусом описать окружность, которая касалась бы данной прямой в данной точке.

124. Описать окружность, касательную к сторонам данного угла, причем одной из сторон в данной точке.

125. Описать окружность, касающуюся трех сторон треугольника.

126. Между двумя параллельными прямыми дана точка. Провести окружность, проходящую через эту точку и касающуюся данных прямых.

127. Провести к данной окружности касательную под данным углом к данной прямой.

128. Из точки, данной вне круга, провести к нему секущую так, чтобы ее внутренняя часть равнялась данной длине (исследовать задачу).

129. Данным радиусом описать окружность, проходящую через данную точку и касательную к данной прямой.

130. На данной прямой найти такую точку, чтобы касательные, проведенные из нее к данной окружности , были данной длины.

131. Построить ( , зная один угол и две высоты, из которых одна проведена из вершины данного угла.

132. Даны две окружности. Провести к ним секущую так, чтобы ее внутренние части равнялись данным прямым.

133. Даны две точки. Провести прямую так, чтобы перпендикуляры, опущенные на нее из этих точек, имели данные длины.

134. Описать окружность, которая проходила бы через данную точку и касалась бы данной окружности в данной точке.

135. Описать окружность, которая касалась бы данных параллельных прямых и круга, находящегося между ними.

136. Данным радиусом описать окружность, которая касалась бы данного круга и проходила бы через данную точку.

137.Данным радиусом описать окружность, которая касалась бы данной прямой и данного круга.

138. Данным радиусом описать окружность, которая от сторон данного угла отсекала бы хорды данной длины.

139. Описать окружность, касающуюся данного круга в данной точке и данной прямой (2 решения).

140. Описать окружность, касающуюся данной прямой в данной точке данного круга (2 решения).

141. Описать окружность, касающуюся двух данных кругов, причем одного из них в данной точке (рассмотреть три случая: 1. искомый круг лежит вне данных. 2. один из данных кругов лежит вне искомого, другой внутри. 3. оба данных круга лежат внутри искомого).

142. Описать окружность, касающуюся трех равных кругов извне и внутри.

143. В данный сектор вписать окружность, касательную к радиусам и к дуге сектора.

144. Вписать в данный круг три равных круга, которые касались бы попарно между собой и данного круга.

145. Через точку внутри круга провести хорду так, чтобы разность ее отрезков равнялась данной длине.

146. Через точку пересечения двух окружностей провести секущую так, чтобы ее часть , заключенная внутри окружностей, равнялась данной длине.

147. Из точки, данной вне круга, провести секущую так, чтобы внешняя ее часть равнялась внутренней.

__________________

ГЛАВА 6.

Измерение величин.

139. Общая мера. Общей мерой двух отрезков называется такой отрезок прямой, который в каждом из отрезков содержится целое число раз.
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Черт. 117.

Подобно этому, может быть общая мера двух дуг одинакового радиуса, двух углов и вообще двух значений одной и той же величины.

140. Нахождение наибольшей общей меры.

Чтобы найти наибольшую общую меру двух конечных прямых, употребляют способ последовательного деления, подобный тому, каким в арифметике находят наибольший общий делитель двух целых чисел.

Этот способ основывается на следующих двух предложениях:

1.
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Черт. 118.

2.
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Черт. 119.

Пусть, например, (черт.119) A содержит B три раза с остатком R.

Тогда: A=B+B+B+R

Из этого равенства мы можем вывести два заключения:

1. Всякая прямая, содержащаяся целое число раз в A и B, содержится также целое число раз и в R.

2. обратно: всякая прямая, содержащаяся целое число раз в B и R , содержится также целое число раз и в A.

Значит , у двух пар прямых:




A и B


B и R

одни и те же общие меры. Поэтому у них должна быть одна и та же наибольшая общая мера. 
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Черт. 120.

Пусть требуется найти наибольшую общую меру (черт. 120) каких-нибудь отрезков AB  и  СD.

Для этого на большей прямой откладываем меньшую (с помощью циркуля) столько раз, сколько можно.

Если СD уложится в AB без остатка, то искомая мера, согласно предложению 1 , и есть СD.

Если же этого не произойдет (как у нас на чертеже), то согласно предложению 2, вопрос сведется к нахождению наибольшей общей меры двух меньших отрезков, а именно : СD  и  остатка  EB.

Чтобы найти ее , поступаем как и в предыдущем случае, т.е. откладываем EB на СD столько раз сколько можно. Если EB уложится в СD без остатка, то искомая мера будет EB.

Если же этого не произойдет (как у нас на чертеже) , то вопрос сведется к нахождению наибольшей общей меры двух меньших прямых, именно EB и нового остатка FD.

Если, продолжая этот прием далее, мы дойдем до того, что какой-нибудь остаток уложится в предшествующем остатке целое число раз, то этот остаток и будет искомая мера.

Чтобы удобнее вычислить, сколько раз найденная общая мера содержится в данных прямых, выписываем ряд равенств, получаемых после каждого отложения. Положим, например, что 






AB = 3 CD+EB






CD= 2 EB+FD






EB= 4 FD . 

Переходя в этих равенствах от нижнего к верхнему, последовательно находим:






EB= 4 FD






CD= 2 (4FD) + FD = 9 FD






AB = 3 (9FD) + 4 FD= 31 FD   

Подобно этому можно находить наибольшую общую меру двух дуг одинакового радиуса, двух углов и т.п.

Замечание. Найдя наибольшую общую меру, мы можем затем получить сколько угодно других общих меньших мер. Стоит только брать 1/2 , 1/3 , 1/4 и т.д. наибольшей меры.

141. Соизмеримые и несоизмеримые длины.
Может случиться, что при нахождении общей меры, мы никогда не дойдем до того, чтобы не получилось никакого остатка. Тогда данные прямые не будут иметь общей меры.

Два отрезка прямой называются соизмеримыми, если они имеют общую меру, и несоизмеримыми, когда такой меры не существует.

На практике нет возможности убедиться в существовании несоизмеримых прямых, потому что, продолжая последовательное наложение, мы всегда дойдем до столь малого остатка, который в предшествующем остатке, повидимому, укладывается целое число раз. Быть может при этом и дожен был бы получиться некоторый остаток, но по причине неточности инструментов мы не в состоянии его заметить. Однако, можно доказать, что несоизмеримые прямые существуют. Приведем наиболее простой пример таких прямых.

142. Теорема. Если в равнобедренном треугольнике угол при основании равен 2/5 d , то боковая сторона его несоизмерима с основанием.
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Для доказательства станем находить наибольшую общую меру между AС и AB.

Прежде всего определим, которая из этих прямых больше. Для этого достаточно сравнить углы, против которых лежат эти стороны. 

Так как, по условию, A=C= 2/5 d , то B= 2 d – 2/5  d – 2/5 d = 6/5 d 

Следовательно B>C , поэтому AС > AB.

Теперь найдем, сколько раз AС может уложиться в AB.

Так как AC<AB+BC и AB =BC, то AС < 2 AB.

Значит , AB в AС может уложиться только один раз с некоторым остатком.

Итак, если в равнобедренном треугольнике угол при основании равен 2/5 d , то боковая его сторона содержится в основании только один раз и притом с некоторым остатком.

Запомним это, и приступим теперь к последовательному наложению.

Отложим на AС часть AD, равную AB.

Тогда получим остаток DС , который надо накладывать на AB или, что все равно, на BС.

Чтобы узнать, сколько раз DС уложится в BС, соединим B с D и рассмотрим (BCD.

Найдем его углы. Так как (ABD равнобедренный, то его углы ABD и ADB равны.

Следовательно каждый из них равен (2 d – A) / 2 = (2 d – 2/5 d) / 2 = 4/5 d 

Но угол ABС , как мы определили прежде, равен 6/5 d .

Следовательно (DBС = 6/5 d – 4/5 d . 

Таким образом в тр-ке DBС есть два равных угла при BС.

Следовательно он равнобедренный, причем каждый угол при его основании BС равен 2/5 d.

Вследствие этого, по доказанному выше, боковая сторона его DС уложится в основании BС один раз с некоторым остатком.

Пусть этот остаток будет EB. Соединив E с D, мы снова получим равнобедренный тр-к BDE, в котором каждый угол при основании BD равен 2/5 d .

К этому тр-ку можно применить те же рассуждения . Значит его,  бок EB содержится в основании BD (или, все равно, в DC) один раз с некоторым остатком.

Продолжая эти рассуждения далее, мы постоянно будем приходить к равнобедренному треугольнику, у которого углы при основании равны 2/5 d, и, следовательно, постоянно будем получать остатки. 

Из этого следует, что AB несоизмерима с AС.

Подобно этому (но несколько сложнее) можно доказать, что диагональ квадрата несоизмерима с его стороной.

143. Понятие об измерении. Чтобы составить ясное представление о данной длине, мы ее измеряем при помощи другой, известной нам длины, например, посредством метра. Эта известная длина, с которой мы сравниваем другие длины, называется единицей длины. При измерении могут возникнуть два различных случая: или измеряемая длина соизмерима с единицей или несоизмерима с ней.

1. Измерить длину, соизмеримую с единицей, значит узнать, сколько раз в ней содержится единица или какая-нибудь доля единицы.

[image: image31.png]
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Если общей мерой окажется сама единица B , то результат измерения выразится целым числом. Так, когда B содержится в A три раза, то говорят, что длина равна 3 ед.

Если же общей мерой будет некоторая доля B , то результат измерения выразится дробным числом. Так, если общая мера -   1/4 доли B и она содержится в A 9 раз (как изображено на черт. 122), то говорят, что длина A равна 9/4 единицы.

Число, получившееся после измерения, наз. часто мерой того значения величины, которое измерялось. Числа целые и дробные наз. соизмеримыми числами.

2. Когда данная длина A несоизмерима с единицей B , тогда измерение выполняется косвенно: вместо длины A измеряют две другие длины, соизмеримые с единицей, из которых одна меньше, а другая больше A , и которые отличаются от  A как угодно мало. 

Чтобы найти такие соизмеримые длины, поступают так: предположим, что мы желаем найти соизмеримые длины, которые отличались бы от A меньше, чем на 1/10 единицы.

Тогда делим единицу B на 10 равных частей (черт.123) и одну такую долю укладываем в длине A столько раз, сколько можно. 
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Пусть она уложится 13 раз с некоторым остатком, меньшим 1/10 B. Тогда мы будем иметь длину A1 , соизмеримую с единицей и меньшую, чем A.

Отложив 1/10 B еще один раз, получим другую длину A2 , тоже соизмеримую с единицей, но большую, чем A , и которая отличается от A меньше , чем на 1/10 единицы. 

Длины A1 и A2 выражаются числами 13/10  и  14/10 . 

Эти числа рассматриваются, как приближенные меры длины A, первое с недостатком, второе с избытком, причем, так как длина A отличается от A1 и от A2 менее, чем на 1/10 единицы, то каждое из этих чисел выражает длину A с точностью до 1/10.

Вообще, чтобы найти приближенные меры длины A с точностью до 1/n единицы, делят единицу B на n равных частей и узнают, сколько раз 1/n доля единицы содержится в A.

Если она содержится более m раз, но менее m+ 1 раз , то числа m/n  и  

(m+1)/n будут приближенными значениями A с точностью до 1/n , первое с недостатком, второе с избытком.

Предположим теперь, что число n равных частей, на которые мы делим единицу B , неограниченно увеличивается ( например, т е 10 ; 100 ; 1000 ,  и т.д.).

Тогда разность между длиной A и каждой из соизмеримых длин A1 и A2 будет все больше и больше уменьшаться и может стать сколь угодно малой.

Это выражают так:

при неограниченном возрастании числа равных частей, на которые мы делим единицу B, соизмеримые длины A1 и A2 стремятся к общему пределу, который  есть несоизмеримая длина A.

За точную меру этой несоизмеримой длины принимают некоторое несоизмеримое число, определяемое, как общий предел соизмеримых чисел, выражающих соизмеримые длины A1  и A2 .

Сказанное об измерении длины прямой вполне применимо к измерению всякой величины, например, дуги, угла и пр.

144. Отношение. Отношением двух значений A и B одной и той же величины наз. число, измеряющее A, когда B принято за единицу.

другими словами,

число, на которое надо умножить B , чтобы получить A.
Так, если говорят, что отношение конечной прямой A к другой конечной прямой B равно 2 3/4 , то это значит, что число 2 3/4 измеряет A, если B принята за единицу, т.е. что A= 2 3/4 B  или  A=B ( 2 3/4  .

Когда A соизмеримо с B, отношение A к B можно выразить точно целым или дробным числом. В противном случае его выражают приближенно с желаемой точностью.

 Так, если хотят найти отношение A к B с точностью до 1/10, то делят B на 10 равных частей и узнают наибольшее содержание 1/10 B в A . Если это будет , предположим, число 27, то 27/10 или 28/10 будут приближенные значения отношения A к B , с точностью до 1/10 , первое с недостатком, второе с избытком.

Когда A несоизмеримо с B, отношение между ними называют также несоизмеримым.

Два несоизмеримых отношения мы будем считать равными, если равны их приближенные значения, вычисленные с произвольной, но одинаковой точностью.

145. Свойства отношений. Если A и B измерены при помощи одной и той же единицы С , то отношение A к B можно выразить частным от деления числа, измеряющего A , на число, измеряющее B. 

Например, предположим, что A= 7/2 С  и B= 5/3 С . Чтобы найти отношение A к B , т.е. чтобы найти число измеряющее A , когда B принято за единицу, надо узнать, сколько раз в A содержится B , т.е. сколько раз в 7/2 С содержится 

5/3 С . 

Но в 7/2 С содержатся 5/3 С столько раз, сколько раз 7/2 содержится в 5/3 . Значит:

отношение A к B=  7/2 : 5/3  =  21/10 

Вообще, если измерив A и B при помощи одной и той же единицы С , мы получим для A число m , а для B число n , то 

отношение A к B= m/n

Вследствие этого отношение A к B принято обозначать с помощью знаков деления, а именно так 

A :B или A/B

Когда члены отношения выражены числами, то к нему могут быть отнесены все свойства числовых отношений, (указываемые в арифметике и алгебре). Например, если имеем два равных отношения ( т.е. пропорцию) , то произведение крайних равно произведению средних, и т.п.

________________

ГЛАВА 7

Измерение углов с помощью дуг.

146. Определение.
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147. Теоремы. В одном круге или в равных кругах :

1. если центральные углы равны, то и соответствующие им дуги равны.

2. если центральные углы не равны, то большему из них соответствует большая дуга.
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Значит эти дуги будут равны.

Если же центральные углы не равны, то радиус OB пойдет не по OD , а по какому-нибудь иному направлению, например, по OE или по OF.

В том и другом случае большему углу, очевидно, соответствует и большая дуга.

Теорема, доказанная нами для одного круга, остается верной для равных кругов, потому что такие круги ничем друг от друга не отличаются, кроме своего положения.

148. Обратные предложения. Так как различные случаи относительно сравнительной величины двух центральных углов сопровождаются различными выводами относительно сравнительной величины соответствующих дуг, то обратные предложения должны быть верны (48), а именно:

В одном круге или в равных кругах:

1. если дуги равны, то и соответствующие им центральные углы равны.

2. если дуги не равны, то большей из них соответствует больший центральный угол.

Доказательство от противного (или наложением) предоставляем самим учащимся.

149. Теорема.  В одном круге или в равных кругах центральные углы относятся, как соответствующие им дуги.
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1. Допустим сначала, что дуги AB  и  СВ соизмеримы, т.е. имеют общую меру.

Предположим, что эта общая мера содержится m раз в дуге AB  и  n  раз в СВ.

Тогда

(AB : (СD = m : n 

[1]

Соединив точки деления с центром, мы разделим центральные углы на равные части (потому что равным дугам соответствуют равные центральные углы).

Так как этих частей будет m в угле AOB и n в угле СOD , то 

(AOB : (СOD = m : n

[2]

Сравнивая пропорции [1]  и  [2] , замечаем, что вторые отношения у них равны. Следовательно равны и первые отношения:

(AOB : (СOD = (AB : (СD

2.
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Найдем приближенное значение отношения дуг AB и СD с точностью до 1/n .

Для этого разделим СD на n равных частей и одну часть отложим на AB столько раз, сколько можно. Пусть 1/n доля СD содержится в AB более m раз, но менее m+1 раз . Тогда

прибл. отношение 
(AB : (СВ = m : n 
(с недостатком)

Соединив точки деления дуг с центром, мы разделим угол СOD на n таких равных частей, каких в угле AOB содержится более m , но менее m+1 . Следовательно:

прибл. отношение 
(AOB : (СOD = m : n 
(с недостатком)

Сравнивая приближенные отношения углов и дуг, видим, что они равны при всяком n . А в этом, согласно нашему определению (144) , и состоит равенство несоизмеримых отношений.

150. Определение. Две зависящие друг от друга величины наз. пропорциональными, если зависимость между ними состоит в следующем:

1. каждому значению одной величины соответствует некоторое значение другой величины и при этом только одно.

2. отношение двух каких бы то ни было значений одной величины равно отношению соответствующих значений другой величины.

Из предыдущих теорем следует, что центральный угол пропорционален соответствующей ему дуге.

151. Измерение углов. Измерение углов сводится к измерению соответствующих им дуг следующим образом.

За единицу углов принимают угол, составляющий 1/90 часть прямого угла. Эту единицу называют угловым градусом.

За единицу дуг одинакового радиуса принимают такую дугу того же радиуса, которая соответствует центральному углу, равному угловому градусу. Такая дуга наз. дуговым градусом.

Так как прямому центральному углу соответствует 1/4 окружности, то угловому градусу соответствует 1/90 четверти окружности. Значит, дуговой градус составляет 1/360 целой окружности.
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Тогда (149)  будем иметь:

(AOB : (MNP = (СD : (EF

Левое отношение этой пропорции  - число, измеряющее угол AOB в угловых градусах (144).

Правое отношение  -  число, измеряющее дугу СD в дуговых градусах.

Следовательно, эту пропорцию можно выразить так:

Число, измеряющее угол в угловых градусах, равно числу, измеряющему соответствующую дугу в дуговых градусах.

Для краткости эту фразу выражают обыкновенно так:

Угол измеряется соответствующей ему дугой.

152. Подразделение градусов. 

Градусы угла или дуги подразделяются на 60 равных частей, называемых минутами (угловыми или дуговыми).

Минуту разделяют на 60 равных частей, называемых секундами (угловыми или дуговыми.

Из сказанного выше следует, что в угле содержится столько угловых градусов, минут и секунд, сколько в соответствующей ему дуге заключается дуговых градусов, минут и секунд.

Если, например, в дуге СD (черт. 128) содержится 40 град. 25 мин. и 13,5 секунды (дуговых), то и в угле AOB заключается 40 град. 25 мин. 13,5 сек. (угловых).

Это выражают сокращенно так:

(AOB = 40(25’ 13,5’’ ,

обозначая значками (() , (‘) , (‘’)  соответственно градусы, минуты и секунды.

153. Так как прямой угол содержит 90( , то :

1. сумма углов всякого треугольника равна 180 (;

2. сумма острых углов прямоугольного треугольника равна 90(;

3. каждый угол равностороннего треугольника равен 60(;

4. сумма углов выпуклого многоугольника (85), имеющего n сторон, равна
    180( (n - 2 ).

154. Транспортир.
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Черт. 129


Этот прибор (черт. 129), употребляемый для измерения углов, представляет собой полукруг, дуга которого разделена на 180 градусов.


Чтобы измерить угол AOB, накладывают на него прибор так, чтобы центр полукруга совпал с вершиной угла, а радиусом OM совпал со стороной AO. 


Тогда число градусов, содержащееся в дуге PN, покажет величину угла AOB. 


При помощи транспортира можно также начертить угол, содержащий данное число градусов.


Конечно, на таком приборе нет возможности отсчитывать не только секунды, но и минуты. Измерение и построение можно выполнить только приближенно.

155. Теорема. Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опирается.

Эту теорему надо понимать так: вписанный угол содержит в себе столько угловых градусов, минут и секунд, сколько дуговых градусов, минут и секунд заключается в половине дуги, на которую он опирается.

При доказательстве теоремы рассмотрим три случая:

1.
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Черт. 130

Проведя радиус AO, мы получим (ABO , в котором OA = OB (как радиусы) и, следовательно (ABO = (BAO .

По отношению к этому тр-ку, угол AOС - внешний.

Поэтому он равен сумме углов ABO и BAO, или равен двойному углу ABO.

Значит (ABO равен половине центрального угла AOС .

Но этот угол измеряется дугой AC (151). Следовательно вписанный угол ABС измеряется половиной дуги AC.

2.
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Черт. 131

Проведя диаметр BD, мы разделим угол ABС на два угла, из которых, по доказанному в первом случае, один измеряется половиной дуги AD , а другой   половиной дуги СD.

Следовательно угол ABС измеряется  (AD+DС) /2, т.е. 1/2 AC.

3.
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Черт.132.

Проведя диаметр BD , мы будем иметь:

(ABС = (ABD - (CBD
Но углы ABD и CBD измеряются по доказанному, половинами дуг AD и СD.

Следовательно (ABС измеряется  (AD-СD)/2 , т.е. половиной дуги AC.

156. Следствие 1 -е. Все вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу, равны между собой (черт.133).
[image: image42.png]




Черт. 133.

157. Следствие 2 - е. Вписанный угол, опирающийся на диаметр - прямой (черт.134).
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Черт. 134.

158. Задача. Построить прямоугольный треугольник по гипотенузе AB и катету AC (черт. 134).


На гипотенузе AB, как на диаметре, описываем полуокружность и из конца A проводим хорду AC, равную данному катету. Тр-к ACB будет искомый (157).

Это построение можно, между прочим, применить в том случае, когда (черт. 135) из данной точки A требуется провести касательную к данной окружности O (см. 126) .
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Черт. 135

159. Задача. Из конца A (черт. 136) данной прямой AB , не продолжая ее, восставить к ней перпендикуляр.
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Черт. 136.

Прямая AD есть искомый перпендикуляр, потому что угол A прямой, так как он вписанный и опирается на диаметр.

160. Теорема. Угол, вершина которого лежит внутри круга, измеряется полусуммой дуг, из которых одна заключена между его сторонами, а другая - между продолжениями сторон.
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Черт. 137

Следовательно (ABС = (A + (D.

Но углы A и D , как вписанные измеряются половинами дуг DE и AC.

Поэтому (ABС измеряется полусуммой этих дуг.

161. Теорема. Угол, вершина которого лежит вне круга, измеряется полуразностью дуг, заключенных между его сторонами.
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Черт. 138.

Проведя хорду AD, мы получим (ABD , относительно которого угол ADС - внешний.

Следовательно (B = (ADС - (A.

Но углы ADС и A , как вписанные, измеряются половинами дуг AC и ED.

Поэтому угол B измеряется полуразностью этих дуг.

162. Следствие. Геометрическое место точек, из которых данный отрезок прямой виден под данным углом a, и которые расположены по одну сторону от этого отрезка, есть дуга сегмента, вмещающего угол a.
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Черт. 139.

Действительно, из каждой точки этой дуги прямая AB видна под углом a , потому что все вписанные углы, опирающиеся на AB равны углу ФmB , который есть a.

Обратно: всякая точка, например N , из которой прямая AB видна под углом a и которая расположена по ту же сторону от AB , что и точка M , должна находиться на дуге сегмента AmB ,

потому что, если бы такая точка лежала внутри или вне сегмента AmB , то угол ANB не измерялся бы половиной дуги AnB (160 и 161) и, следовательно не был бы равен a.

По другую сторону от AB существуют также точки, из которых эта прямая видна под углом a . Они расположены на дуге сегмента APB , равного сегменту AmB , но расположенного по противоположную сторону от AB.

163. Теорема. Угол составленный касательной и хордой, измеряется половиной дуги, заключенной внутри него.
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Черт. 140.

Проведя диаметр СE , будем иметь:
(ACD= (ACE - (DСE

Угол ACE как прямой (124), измеряется половиной полуокружности СmE.

Угол DСE, как вписанный , измеряется половиной дуги DE. 

Следовательно, угол ACВ измеряется полуразностью дуг СmE и DE , т.е. половиной дуги СmD.

Подобным образом можно доказать, что тупой угол BСD , также составленный касательной и хордой измеряется половиной дуги СnED.

Разница в доказательстве будет только та, что этот угол надо рассматривать не как разность, а как сумму прямого угла BCE и острого ECD.

164. Теорема. Угол, составленный двумя касательными, измеряется полуразностью дуг, заключенных между точками касания.
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Черт. 141.

Проведя хорду DE, мы получим (DBE , относительно которого угол СED - внешний.

Следовательно, (B= (СED - (BDE  .

Но углы CED  и  BDE , как составленные касательной и хордой, измеряются соответственно половинами дуг EmD  и  DnE.

Поэтому угол B измеряется полуразностью этих дуг.

165. Задача. На данной прямой AB построить сегмент, вмещающий данный угол   a   ( черт. 142).
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Черт. 142

Угол BAE , составленный касательной и хордой, измеряется половиной дуги AmB.

Вписанный угол ACB также измеряется половиной этой дуги.

Значит, (BAE= (ACB . 

Но угол ACB по условию должен равняться a .

Следовательно, и (BAE=a , а потому положение касательной AE определено.

Отсюда выводим построение.

Построение. При конце прямой AB строим угол BAE , равный углу a.

Через середину прямой AB восставляем перпендикуляр BO и из точки A перпендикуляр к AE.

Пересечение O этих двух перпендикуляров принимаем за центр и радиусом OA описываем окружность.

Доказательство. Сегмент ACB будет искомым, потому что всякий вписанный в него угол равен углу BAE , т.е. углу   a .

ГЛАВА 8.

Вписанные и описанные многоугольники.

166. Определения.
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Черт. 143

167. Теоремы. 

1. Около всякого треугольника можно описать окружность и притом только одну.

2. Во всякий треугольник можно вписать окружность и притом только одну.

Пусть ABС какой-нибудь тр-к.

Требуется доказать:


1. что около него можно описать окружность и притом только одну

 и
2. что в него можно вписать окружность и притом только одну.

1. Вершины A, B, и С - три точки, не лежащие на одной прямой. А через такие точки, как мы видели (109), всегда можно провести окружность, и притом только одну.

2.
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Черт. 144.

Геометрическое место точек. равно отстоящих от сторон AB и AC , есть биссектриса AM угла A (63).

Геометрическое место точек, равно отстоящих от сторон  BA и BС , есть биссектриса BN угла B.

Эти две биссектрисы должны, очевидно пересечься в некоторой точке O.

Эта точка и будет равно удаленной от всех сторон тр-ка, так как она находится на обоих геометрических местах.

Итак, чтобы вписать круг в тр-к, делим какие-нибудь два его угла , например, A и B, пополам и точку пересечения биссектрис принимаем за центр.

За радиус возьмем один из перпендикуляров OP, OQ, OR, опущенных из центра на стороны треугольника. 

Окружность коснется сторон в точках P, Q, R, так как стороны в этих точках перпендикулярны к радиусам (123). 

Другой вписанной окружности не может быть, так как две биссектрисы пересекаются только в одной точке, а из одной точки на прямую можно опустить только один перпендикуляр.

168. Следствие. Точка O (черт. 144), находясь на одинаковом расстоянии от сторон AC и BС , должна лежать на биссектрисе угла С (61). 

Следовательно

биссектрисы трех углов треугольника пересекаются в одной точке.
169.Вневписанные окружности.
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Черт. 145.

Так, центром окружности, вписанной в угол A, служит точка O, т.е. пересечение биссектрис BO и СO внешних углов, не смежных с A . 

Радиус этой окружности есть перпендикуляр OM, опущенный из O на какую-либо сторону треугольника.

170. Теоремы.

1. В выпуклом вписанном четырехугольнике сумма противоположных углов равна двум прямым углам (2d).

2. Обратно: Если в выпуклом четырехугольнике сумма противоположных углов равна двум прямым углам (2d), то около него можно описать окружность. 

1.
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Черт. 146.

Углы B  и  D , как вписанные измеряются: первый - половиной дуги ADС, второй - половиной дуги ABС.

Следовательно B+D измеряется полусуммой дуг ADС  и  ABС, т.е. половиной окружности.

Значит, B+D= 2d .  Подобно этому убедимся, что A+ С= 2d .

2. Пусть ABСD (черт.146) - такой выпуклый четырехугольник, у которого 

B+D= 2d .

Требуется доказать, что около такого четырехугольника можно описать окружность.

Через какие-нибудь три его вершины, напр., A, B, С проведем окружность (что всегда можно сделать). 

Четвертая вершина D должна находиться на этой окружности, потому что в противном случае угол D лежал бы своей вершиной или внутри круга, или вне его, 

и тогда этот угол не измерялся бы половиной дуги ABС ( 160 и 161 ), 

поэтому сумма B+D не измерялась бы полусуммой дуг ADС и ABС, т.е. сумма B+D не равнялась бы 2d, что противоречит условию. 

171. Следствия.

1. Из всех параллелограммов только около прямоугольника можно описать окружность.

2. Около трапеции можно описать окружность только тогда, когда она равнобедренная.

172. Теорема. В описанном выпуклом четырехугольнике суммы противоположных сторон равны.
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Черт. 147

Обозначим точки касания через M, N, P  и  Q.

Так как две касательные, проведенные из одной точки окружности равны (127), то AM=AQ,  BM=BN,  CN=CP  и  DP=DQ.

Следовательно,
AM+MB+CP+PD=AQ+BN+NC+QD, т.е. 

AB +CD=AD+BC

Обратная теорема. Если в выпуклом четырехугольнике равны суммы противоположных сторон, то в него можно вписать окружность.
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Черт. 148

Проведем биссектрисы BO и СO двух углов B и С.

Эти прямые должны пересечься, потому что сумма углов NBO и NCO меньше 2d (так как B+C<4d ).

Точка пересечения биссектрис должна быть одинаково удалена от сторон 

AB, BС и СD.

Поэтому, если эту точку возьмем за центр, а за радиус один из трех равных перпендикуляров OM, ON, OP , опущенных из O на стороны углов B и С , то окружность коснется сторон AB, BС и СD.

Докажем, что она коснется и четвертой стороны AD.

Для этого предположим, что касательная, проведенная к нашей окружности из точки A, будет не AD , а какая-нибудь иная прямая, например, AE.

Тогда получится описанный выпуклый четырехугольник ABСE , в котором, по доказанному выше, будем иметь:





BС + AE= AB + СE

Но по условию: 

BС + AD= AB +CD

Вычитя почленно первое равенство из второго, получаем:





AD – AE= СD – СE= DE

т.е. разность двух сторон (ADE равна третьей стороне DE , что невозможно (50).

Значит, нельзя допустить, чтобы касательной к нашей окружности была прямая AE , лежащая ближе к центру O, чем AD.

Так же можно доказать, что касательной не может быть никакая прямая AE1 , лежащая дальше от центра, чем AD.

Значит, AD должна касаться окружности, т.е. в четырехугольник ABСD можно вписать окружность.

__________________________

ГЛАВА 9.

Четыре замечательные точки в треугольнике.

174. Мы видели, что :

1. Три перпендикуляра к сторонам треугольника пересекаются в одной точке, которая есть центр  описанного круга  (110).

2. Биссектрисы углов треугольника пересекаются в одной точке, которая есть центр вписанного круга (168).

Следующие две теоремы указывают еще две замечательные точки треугольника: 

3. - пересечение высот и 

4. - пересечение медиан.

175. Теорема. Три высоты треугольника пересекаются в одной точке.
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Черт. 149.

Подобно этому убедимся, что  С - середина  A1B1   и   A - середина B1С1 .

Таким образом высоты AD, BE и СF перпендикулярны к сторонам тр-ка A1B1С1 и проходят через их середины.

А такие перпендикуляры, как известно пересекаются в одной точке.

Замечание. Точка, в которой пересекаются высоты треугольника, называется ортоцентром.

176. Теорема. Три медианы треугольника пересекаются в одной точке. Эта точка отсекает от каждой медианы третью часть, считая от соответствующей стороны.
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Черт. 150.

Так как прямая FG соединяет середины двух сторон тр-ка ABO , то (102)

 FG (( AB  и  FG= 1/2  AB.

Прямая DE также соединяет середины дDEх сторон тр-ка ABС. Поэтому

 DE (( AB и  DE = 1/2  AB

Отсюда выводим, что DE (( FG и DE = FG.

Сравнивая теперь тр-ки ODE и OFG, замечаем, что у них DE = FG и углы, прилежащие к этим сторонам, равны (как углы внутренние накрест лежащие при параллельных прямых).

Следовательно, эти тр-ки равны. Из равенства тр-ков выводим:

OВ =OG=BG  и  OE=OF=AF.

Поэтому OD= 1/3  BD  и  OE= 1/3  AE.

Так как это доказательство может быть повторено для любой пары медиан, то заключаем, что все медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая от каждой из них отсекает третью часть, считая от соответствующей стороны.

Замечание. Из физики известно, что пересечение медиан тр-ка есть его центр тяжести.

_________________

УПРАЖНЕНИЯ.

Доказать теоремы.

148. Если две окружности касаются, то всякая секущая, проведенная через точку касания, отсекает от окружностей две противолежащие дуги одинакового числа градусов.

148а. Отрезки двух равных хорд, пересекающиеся в одной окружности, соответственно равны.

148b. Две окружности пересекаются в точках A и B; через A проведена секущая, пересекающая окружность в точках С и D; доказать, что угол CBD есть вершина постоянная для всякой секущей.

149. Если через точку касания двух окружностей проведем две секущие и концы их соединим хордами, то эти хорды параллельны.

150. Если через точку касания двух окружностей проведем внутри их какую-либо секущую, то касательные, проведенные через концы этой секущей параллельны.

151. Если основания высот тр-ка  соединим прямыми, то получим новый тр-к, для которого высоты первого тр-ка служат биссектрисами.

151а. На окружности, описанной около равностороннего тр-ка ABС, взята произвольная точка M. Доказать, что одна из прямых: MA, MB, MС равна сумме остальных двух.

152. Если около тр-ка опишем окружность и из произвольной ее точки опустим перпендикуляры на стороны тр-ка, то их основания лежат на одной прямой (прямая Симпсона).

Задачи на построение.

153. На данной бесконечной прямой найти точку, из которой другая данная конечная прямая (отрезок) была бы видна под данным углом.

154. Построить ( по основанию, углу при вершине и высоте.

155. К дуге данного сектора провести такую касательную, чтобы ее часть, заключенная между продолженными радиусами (ограничивающими сектор), равнялась данной длине (свести эту задачу к предыдущей).

156. Построить ( по основанию, углу при вершине и медиане, проведенной к основанию.

157. Даны по величине и положению два отрезка a и b. Найти такую точку, из которой прямая a была бы видна под данным углом ( , и прямая и под данным углом ( .

158. В тр-ке найти точку, из которой его стороны были бы видны под равными углами (указание: обратить внимание на то, что каждый из этих углов должен равняться 4/3  d ).

159. Построить ( по углу при вершине, высоте и медиане, проведенной к основанию ( указание: продолжить медиану на равное расстояние и соединив полученную точку с концами основания, рассмотреть образовавшийся параллелограмм).

160. Построить (, в котором даны основание, прилежащий к нему угол и угол, составленный медианой, проведенной из вершины данного угла, со стороной, к которой эта медиана проведена.

161. Построить параллелограмм по двум его диагоналям и одному углу.

162. Построить ( по основанию, углу при вершине и сумме или разности двух других сторон.

163. Построить четырехугольник по двум диагоналям, двум соседним сторонам и углу, образованному остальными двумя сторонами.

164. Даны три точки A, B и С. Провести через A такую прямую, чтобы расстояние между перпендикулярами, опущенными на эту прямую из точек B и С , равнялось данной длине.

165. В данный круг вписать (, у которого даны два угла.

166. Около данного круга описать (, у которого даны два угла.

167. Построить ( по радиусу описанного круга, углу при вершине и высоте.

168. Вписать в данный круг (, у которого известны: сумма двух сторон и угол, противолежащий одной из этих сторон.

169. Вписать в данный круг четырехугольник, у которого даны сторона и два угла, не прилежащие к этой стороне.

170. В данный ромб вписать круг.

171. В равносторонний ( вписать три круга, попарно касающиеся друг друга и из которых каждый касается двух сторон тр-ка.

172. Построить четырехугольник, который можно было бы вписать в окружность,  по трем его сторонам и одной диагонали.

173. Построить ромб по данным стороне и радиусу вписанного круга.

174. Около данного круга описать равнобедренный прямоугольный ( .

175. Построить равнобедренный ( по основанию и радиусу вписанного круга.

176. Построить ( по основанию и двум медианам, исходящим из концов основания.

177. То же по трем медианам.

178. Дана окружность и на ней точки A, B и С. Вписать в эту окружность такой (, чтобы его биссектрисы, при продолжении, встречали окружность в точках A, B и С.

179. Та же задача с заменой биссектрис тр-ка его высотами.

180. Дана окружность и на ней три точки M, N и P, в которых пересекаются с окружностью (при продолжении) высота, биссектриса и медиана, исходящая из одной вершины вписанного тр-ка. Построить этот (.

181. На окружности даны две точки A и B . Из этих точек провести две параллельные хорды, сумма которых дана.

Задачи на вычисление.
182. Вычислить вписанный угол, опирающийся на дугу, равную 1/12 части окружности.

183. Круг разделен на два сегмента хордой, делящей окружность на части в отношении 5 : 7. Вычислить углы, которые вмещаются в эти сегменты.

184. Две хорды пересекаются под углом 36(15’32’’   . Вычислить в градусах, минутах и секундах две дуги, заключенные между сторонами этого угла и их продолжениями , если одна из этих дуг относится к другой, как 3:2.

185. Угол, составленный двумя касательными, проведенными из одной точки к окружности, равен 25(15’ . Вычислить дуги, заключенные между точками касания.

186. Вычислить угол, составленный касательной и хордой, если хорда делит окружность на две части, относящиеся , как 3:7 .

187. Две окружности одинакового радиуса пересекаются под углом в 2/3 d . Определить в градусах меньшую из дуг, заключенных между точками пересечения.

Примечание. Углом двух пересекающихся дуг наз. угол, составленный двумя касательными, проведенными к этим дугам из точки пересечения.

188. Из одного конца диаметра проведена касательная, а из другого секущая, которая с касательной составляет угол в 20(30’ . Как велика меньшая из дуг, заключенных между касательной и секущей?

_________________

Взяв на данной окружности какие-нибудь три точки A, B и С , проводят через них две хорды, например, AB и СB, и из середины этих хорд восставляют перпендикуляры MN и PQ. 





Искомый центр, будучи одинаково удален от A, B и С , должен лежать и на MN, и на PQ, 





следовательно, он находится на пересечении этих перпендикуляров, т.е. в точке O.





Пусть O и O1 - центры двух кругов, радиусы которых равны.





Наложим круг O на O1 так, чтобы их центры совпали.








Предположим, например, что мы накладываем дугу AB (черт. 96) на дугу СD так, чтобы точка A совпала с точкой С и дуга AB пошла по дуге СD (что возможно, как мы видели в предыдущем замечании).





Если при этом концы B и D совпадут, то (AB= (СD.





В противном случае дуги не равны, причем та будет меньше, которая составит часть другой.





Вообразим, что круг перегнули по какому-нибудь диаметру AB так, чтобы часть AmB совпала с частью AnB.





Тогда все точки дуги m совместятся с точками дуги n, потому что в противном случае точки одной дуги лежали бы ближе к центру, чем точки другой дуги, что невозможно.





Пусть диаметр AB (черт. 96) перпендикулярен к хорде СD;





Требуется доказать, что





CK=KD  и ( СB= ( BD, ( СA= ( DA.





Пусть (черт.99) хорды EF и СD параллельны.





Требуется доказать, что ( СE= ( DF.





Проведя хорду AB , опускаем на нее перпендикуляр из центра O и продолжаем его до пересечения с дугой.





По доказанному в предыдущей теореме, дуга AB разделится этим перпендикуляром пополам.





Если же центр O неизвестен, тогда к хорде AB следует провести перпендикуляр через ее середину (65, задача 6)





Пусть дуга AB (черт.101) равна дуге СD.





Требуется доказать, что хорды AB и СD равны, а также равны перпендикуляры OE и OF, опущенные из центра на хорды.





Пусть дуга AB (черт.102) меньше дуги СD , и притом обе дуги меньше полуокружности.





Требуется доказать, что хорда AB меньше хорды СD , а перпендикуляр OE больше перпендикуляра OF.





Если соединить с центром O концы какой-нибудь хорды, не проходящей через центр ( напр., хорды AB, черт.103), то получим (AOB , в котором одна сторона - эта хорда, а две другие - радиусы.





Но в тр-ке одна сторона меньше суммы двух других сторон.


Следовательно, взятая нами хорда меньше двух радиусов.








Прямая ( MN , черт. 104), имеющая с окружностью только одну общую точку ( A ), называется касательной к окружности.





Общая точка называется в этом случае точкой касания.








Пусть O (черт. 105) - центр некоторого круга и OA какой-нибудь его радиус. Через его конец A проведем MN ( OA.





Требуется доказать, что прямая MN - касательная, т.е. что эта прямая имеет с окружностью только одну общую точку A.


 





Пусть прямая AB (черт. 106) касается окружности в точке M и параллельна хорде СD.





Требуется доказать, что ( CM= ( MD.





Пусть требуется (черт. 107) провести к окружности с центром O касательную через точку A.





Для этого из точки A , как из центра, описываем дугу радиусом AO , а из точки O , как центра, пересекаем эту дугу в точках B и С раствором циркуля , равным диаметру данного круга. 





Проведя затем хорды OB и OС , соединим точку A с точками D и E, в которых эти хорды пересекаются с данной окружностью.





Прямые AD и AE - касательные к окружности O. 





Опускаем на AB из центра O перпендикуляр OС и через точку D, в которой этот перпендикуляр пересекается с окружностью, проводим EF (( AB. 





Искомая касательная будет EF.





Пусть к окружности с центром O (черт.111) проведены через точку A касательная AT и какая-нибудь секущая AM. 





Станем вращать эту секущую вокруг точки A так, чтобы другая точка пересечения B все ближе и ближе придвигалась к A.








Пусть (черт. 113) окружности O и O1 имеют общую точку A , лежащую вне линии центров OO1.





Требуется доказать, что эти окружности имеют еще общую точку по другую сторону от прямой OO1.





Так, если (черт. 117) отрезок AM содержится в AB и СD целое число раз 


(напр., 5 раз в AB и 3 раза в СD), 


то AM - общая мера AB и СD.











Если большая прямая A содержит меньшую прямую B целое число раз, то B - наибольшая общая мера A и B.





Это предложение не требует доказательства по своей очевидности (черт. 118).





Если большая прямая A содержит меньшую прямую B некоторое число раз с остатком R , то наибольшая общая мера A и B есть и наибольшая мера B и R.





Пусть (черт. 121) ABС равнобедренный (, у которого каждый из углов A и С равен


 2/5 d .





Требуется доказать, что боковая сторона AB несоизмерима с основанием AС.





Пусть, например, надо измерить (черт.122) какую-нибудь длину A при помощи единицы B, соизмеримой с A.





Тогда находят их общую меру и узнают, сколько раз она содержится в B и A.











Угол  ( AOB черт. 124.) , образованный двумя радиусами , наз. центральным углом.





Угол ( СDF ) , образованный двумя хордами, исходящими из одной точки окружности, наз. вписанным углом.





О центральном угле и дуге, заключенной между его сторонами, говорят, что они соответствуют друг другу.





О вписанном угле говорят что он опирается на дугу, заключенную между его сторонами.





Пусть ( черт. 125) AOB и COD два центральных угла, равных или неравных.





Повернем сектор AOB вокруг центра в направлении, указанном стрелкой, настолько, чтобы радиус OA совместился с OC.





Тогда, если центральные углы равны, то радиус OA совпадет с OD и дуга AB с дугой СD.











Пусть ( черт. 126) AOB  и  СOD    -   два центральных угла.





Требуется доказать, что:





(AOB: (COD = (AB : (СD





Предположим теперь, что (черт. 127) дуги AB и СD несоизмеримы. Тогда и соответствующие им центральные углы будут также несоизмеримы.





Действительно, если бы углы имели общую меру, например, угол EOF, то и дуги имели бы общую меру, именно дугу EF, что противоречит условию.





Чтобы доказать равенство двух несоизмеримых отношений, достаточно доказать равенство их приближенных значений, вычисленных с произвольной, но одинаковой точностью (144).





Пусть требуется (черт.128) измерить угол AOB , т.е. найти отношение этого угла к угловому градусу MNP.





Для этого опишем из вершин углов дуги СD и EF произвольным, но одинаковым радиусом.





Центр O (черт. 130) лежит на стороне вписанного угла ABС.





Центр O лежит между сторонами вписанного угла ABС (черт. 131).





Центр O лежит вне вписанного угла ABС (черт.132).





Потому что каждый из них измеряется половиной одной и той же дуги. 





Если величину одного из таких углов обозначим a , то можно сказать, что сегмент AmB вмещает в себя угол, равный a .





Потому что каждый такой угол измеряется половиной полуокружности и , следовательно содержит 90(.





Соединив A с O , строят указанным способом на прямой AO , как на гипотенузе, прямоугольный треугольник ABO , у которого катет OB - радиус данной окружности. 





Другой катет AB будет касательной, потому что он перпендикулярен к радиусу OB в его конце, лежащем на окружности.





Взяв вне прямой произвольную точку O , опишем из нее окружность радиусом, равным расстоянию между точками O и A.





Через точку С , в которой эта окружность пересекается с прямой AB , проведем диаметр СD и соединим его конец D с A.





Пусть вершина угла ABС (черт. 137) лежит внутри круга. Продолжив его стороны до пересечения с окружностью в точках D и E , докажем , что этот угол измеряется половиной суммы дуг AС и DE. Проведя хорду AD , мы получим ( ADB , относительно которого угол ABС - внешний.








Пусть вершина угла ABС (черт. 138) лежит вне круга.





Требуется доказать, что этот угол измеряется половиной разности дуг AС и ED.








Пусть M (черт. 139) будет одна из точек, из которых данный отрезок AB виден под углом  a , т.е. допустим, что прямые MA и MB образуют угол a.





Проведем через три точки A , M и B окружность.





Тогда часть этой окружности , именно AmB , будет искомым геометрическим местом.





Пусть угол AСD (черт. 140) составлен касательной AС и хордой СD.





Требуется доказать, что этот угол измеряется половиной дуги СmD.





Пусть угол ABС (черт. 141) составлен двумя касательными, и D и E - точки касания.





Требуется доказать, что они измеряются половиной разности дуг DmE и DnE.





Анализ. Предположим, что задача решена.


Пусть сегмент ACB вмещает в себя угол a.





Центр O этого сегмента должен лежать на перпендикуляре DO , проведенном к прямой AB через ее середину.





С другой стороны он должен лежать и на перпендикуляре AO , восставленном к касательной AE из точки касания A. 





Поэтому положение центра определится, если мы сумеем построить касательную AE. 





Если все вершины какого-нибудь многоугольника (ABCDE , черт.143) лежат на окружности , то говорят, что этот мн-к вписан в окружность , или что окружность описана около него.





Если все стороны какого-нибудь многоугольника (MNPQ) касаются окружности , то говорят, что этот мн-к описан около окружности, или что окружность вписана в него.





Если возможна такая окружность, которая касалась бы всех сторон тр-ка ABС (черт. 144), то ее центр должен быть точкой, одинаково удаленной от этих сторон.





Докажем, что такая точка существует.





Так называются окружности (черт.145) , которые касаются одной стороны треугольника и продолжений двух других сторон (они лежат вне треугольника, вследствие чего и получили название -  вневписанные).





Таких окружностей для каждого треугольника может быть три.





Чтобы построить их, проводят биссектрисы внешних углов тр-ка ABС и точки их пересечения принимают за центры. 





Пусть ABCD (черт.146) - вписанный выпуклый четырехугольник.





Требуется доказать, что





(B+ (D= 2d   и   (A+ (С= 2d





Пусть ABCD (черт.147) будет описанный выпуклый четырехугольник, т.е. стороны его касаются окружности.





Требуется доказать, что 





AB+CD=BC+AD





Пусть ABCD такой выпуклый четырехугольник (черт. 148), в котором:


AB+CD=AD+BC .





Требуется доказать, что в него можно вписать окружность.





Через каждую вершину треугольника ABС (черт. 149) проведем прямую параллельную его противоположной стороне.





Тогда получим вспомогательный (A1B1С1 ,к сторонам которого высоты данного треугольника перпендикулярны.





Так  как  С1B =AC=BA1  


(как противоположные стороны параллелограмма), 


то точка B - середина стороны A1С1.





Возьмем в тр-ке ABС (черт.150) какие-нибудь две медианы, например, AE и BD , пересекающиеся в точке O, и докажем, что 





OD= 1/3 BD  и  OE= 1/3 AE.





Для этого,  разделив OA и OB пополам в точках F и G , проведем FG и DE.
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