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КНИГА 3.

ПОДОБНЫЕ ФИГУРЫ.

_______

ГЛАВА 1.

Подобие треугольников и многоугольников.

177. Определение. Два многоугольника с одинаковым числом сторон называются подобными, если углы одного равны соответственно углам другого и сходственные стороны их пропорциональны.

Сходственными называются те стороны, которые прилежат к равным углам.

Выражение “сходственные стороны пропорциональны” означает, что отношение каких-нибудь двух сходственных сторон равно отношению всяких других сходственных сторон.
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Черт. 151.

Таким образом, многоугольники (черт.151) ABCDE и A1B1С1D1E1 считаются подобными, если они удовлетворяют следующим условиям:

1. A=A1  ,  B=B1,    С= С1,    D=D1,    E=E1
2.
	AB

A1B1
	=
	BС
B1С1
	=
	СD

С1D1
	=
	DE

D1E1
	=
	EA

E1A1


Этим условиям удовлетворяют , например, всякие два квадрата или всякие два равносторонних треугольника.

Заметим, что могут быть два многоугольника, у которых углы соответственно равны, а стороны не пропорциональны, и наоборот.

Например, 

у квадрата и прямоугольника углы соответственно равны, а стороны не пропорциональны;

у квадрата и ромба, наоборот, стороны пропорциональны, а углы не равны.

В этом отношении треугольники резко выделяются из всех других многоугольников: у них, как увидим ниже, равенство углов влечет за собой пропорциональность сторон, и наоборот.

Из определения подобия следует, что если из двух равных многоугольников один подобен третьему, то и другой подобен ему.

178. Лемма. (Леммой наз. вспомогательная теорема, излагаемая только для того, чтобы с ее помощью доказать последующие теоремы).

Прямая, проведенная внутри треугольника параллельно какой-нибудь его стороне, отсекает от него другой треугольник, подобный первому.
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Черт. 152.

Углы этих треугольников соответственно равны между собой ( B- общий угол, D= A и E= С, как углы соответственные при параллельных прямых).

Остается  доказать, что сходственные стороны пропорциональны. Рассмотрим отдельно два случая.

1. Стороны AB и DB имеют общую меру.

Разделим AB на части, равные этой общей мере.

Тогда BD разделится на целое число таких частей. Пусть этих частей содержится m  в BD  и n в AB.

Проведем из точек деления ряд прямых, параллельных AС, и другой ряд прямых, параллельных BC.

Тогда BE и BС разделятся на равные части (100), которых будет m в BE и n в BС. 

Точно также DE разделится на m равных частей, а AС на n равных частей, причем части DE равны частям AС (как противоположные стороны параллелограммов). 

Теперь очевидно, что

	BD

BA
	=
	m

n
	BE

BС
	=
	m

n
	DE

AС
	=
	m

n


Следовательно,

	BD

AB
	=
	BE

BC
	=
	DE

AС


Таким образом, у  тр-ков   BDE и ABС углы соответственно равны и сходственные стороны пропорциональны.

Значит они подобны.

2.
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Черт. 153.

Для этого разделим AB на т равных частей и через точки деления проведем ряд прямых, параллельных AС, и другой ряд прямых, параллельных BC.

Тогда каждая из сторон BC и AС разделится также на n равных частей (100).

Предположим теперь, что 1/n доля AB содержится в BD более m раз, но менее m+1 раз.

Тогда, как видно из чертежа, 1/n доля BC содержится в BE также более  m , но менее m+1 раз, и 1/n доля AС содержится в BE более m , но менее m+1 раз.

Следовательно:
	прибл.отн.
	BD

BA
	(
	m

n
	прибл.отн
	BE

BC
	(
	m

n
	прибл.отн
	BE

AС
	(
	m

n


Отсюда следует, что приближенные отношения, вычисленные с произвольной, но одинаковой точностью, равны друг другу. А в этом и состоит равенство несоизмеримых отношений.

179. Теоремы. Два треугольника подобны:


1. если два угла одного соответственно равны двум углам другого.

или 
2. если две стороны одного пропорциональны двум сторонам другого, и углы, лежащие между этими сторонами, равны.

или
3. если три стороны одного пропорциональны трем сторонам другого.

1.
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Черт. 154. 

Отложим на AB часть BD, равную A1B1 , и проведем DE((AС.

Тогда получим вспомогательный тр-к DBE, который, согласно предыдущей лемме, подобен тр-ку ABС.

С другой стороны ( DBE = ( A1B1С1,  потому что у них:

BD = A1B1 (по построению), B=B1 (по условию) и D= A1 (потому что D= A и A=A1).

Но если из двух равных тр-ков один подобен третьему, то и другой подобен ему.

Следовательно (A1B1С1  подобен (ABС . 

___________________________________________________________________

2. 
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Черт. 155.

Отложим снова часть BD , равную A1B1 , и проведем DE((AС.

Тогда получим вспомогательный ( BDE , подобный ( ABС.

Докажем, что он равен (A1B1С1 .  

Из подобия DBE и ABС следует:

	AB
DB
	(
	BC

BE
	(
	AС

DE            [2]


Сравнивая этот ряд равных отношений с данным рядом  [1] , замечаем, что первые отношения обеих рядов одинаковы (DB = A1B1  по построению).

Следовательно, остальные отношения этих рядов также равны, т.е.

	BC
B1С1
	(
	BC                 откуда :   B1С1 = BE.

BE


Теперь мы видим, что тр-ки DBE и A1B1С1 имеют по равному углу (B=B1) , заключенному между равными сторонами.      Значит эти тр-ки равны.

Но (DBE подобен (ABС. Поэтому и (A1B1С1 подобен (ABС.

_____________________________________________________________________

3.
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Черт. 156.

Сделав построение такое же как и прежде, докажем , что ( DBE = (A1B1С1 .

Из подобия тр-ков DBE и ABС следует:

	AB
BD
	(
	BC

BE
	(
	AС
DE                [2]


Сравнивая этот ряд с данным рядом [1] , замечаем, что первые отношения у них равны. Следовательно и остальные отношения равны, т.е.

	BC

B1С1
	(
	BC
BE
	откуда:
	B1С1
	=
	BE


и

	AС

A1С1
	(
	AС
DE
	откуда:
	A1С1
	=
	DE


Теперь видим, что тр-ки DBE и A1B1С1 имеют по три соответственно равные стороны. Значит они равны.

Но один из них, именно DBE, подобен ( ABС. Следовательно и другой, т.е. A1B1С1 подобен ABС. 

180. Замечание. Полезно обратить внимание на то, что прием доказательства, употребленный нами в трех предыдущих теоремах, один и тот же. А именно: 

отложив на стороне большего тр-ка часть, равную сходственной стороне меньшего ( , и проведя прямую, параллельную другой стороне, мы образуем вспомогательный тр-к, подобный большому данному. 

После этого, беря во внимание условия доказываемой теоремы и свойства подобных тр-ков, мы обнаруживаем равенство вспомогательного тр-ка меньшему данному и, 

наконец заключаем, что тр-ки подобны.

181. Следствие. В подобных треугольниках сходственные стороны пропорциональны сходственным высотам, т.е. тем которые опущены на сходственные стороны.
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Черт. 157.

Поэтому:

	BD
B1D1
	(​​
	AB
A1B1
	(
	BC
B1С1
	(
	AС
A1С1


​

Подобно этому можно доказать, что в подобных тр-ках сходственные стороны пропорциональны сходственным медианам, сходственным биссектрисам, радиусам вписанных кругов и радиусам описанных кругов.

182. Теорема. Если стороны одного треугольника соответственно параллельны или перпендикулярны сторонам другого треугольника, то такие треугольники подобны.

Так как на чертеже затруднительно изобразить всевозможные случаи расположения указанных в теореме треугольников, то мы будем вести рассуждение независимо от чертежа.

Пусть стороны углов A, B, С некоторого треугольника соответственно параллельны или перпендикулярны сторонам углов A1  B1 С1 другого треугольника.

Тогда углы A и A1 или равны друг другу, или составляют в сумме два прямых (81 и 82). То же самое можно сказать об углах B и B1,  С и С1 . 

Чтобы доказать подобие данных тр-ков, достаточно убедиться, что какие-нибудь два угла одного из них равны соответственно двум углам другого.

Предположим, что этого нет.  Тогда могут возникнуть следующие два случая:

1. У треугольников вовсе нет равных углов.

Тогда:  A + A1= 2d      B+B1= 2d     С + С1= 2d

и, следовательно, сумма углов обоих треугольников равна 6d.

Так как это невозможно, то этот случай исключается.

2. У треугольников только одна пара равных углов.

Например, пусть A=A1 .

Тогда: 
B+B1= 2d  С + С1= 2d и следовательно B +B1+ С+ С1= 4d

и потому сумма углов обоих тр-ков больше 4d.

Так как это невозможно, то и этот случай исключается.

Остается одно возможное допущение, что тр-ки имеют две пары равных углов.

Но тогда они подобны.

183. Теорема. Прямоугольные треугольники подобны, если гипотенуза и катет одного пропорциональны гипотенузе и катету другого.
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Черт. 158.
Пусть ABС и A1B1С1 два тр-ка (черт.158) , у которых углы B и B1 прямые и

	AB

A1B1
	(
	AС
A1С1                                   [1]


Требуется доказать, что такие тр-ки подобны.

Для доказательства употребим тот же прием, которым мы пользовались ранее (180).

Отложим BD=A1B1 и проведем DE((AС. 

Тогда получим вспомогательный (DBE , подобный (ABС (178).

Докажем, что он равен ( A1B1С1.

Из подобия тр-ков ABС и DBE следует:

	AB

DB
	(
	AС
DE                                   [2]


Сравнивая эту пропоцию с данной [1], находим, что первые отношения их одинаковы. Следовательно равны и вторые отношения, т.е.

	AС

DE
	(
	AС
A1С1       откуда : DE=A1С1                             


Теперь видим, что тр-ки DBE и A1B1С1 имеют по равной гипотенузе и равному катету. Следовательно, они равны.

А так как один из них подобен (ABС , то и другой ему подобен.

184. Задача. На данной стороне построить треугольник, подобный данному тр-ку.

При концах данной стороны строим углы, соответственно равные углам данного тр-ка и одинаково с ним расположенные. Полученный тр-к подобен данному (179.1).

185. Теорема. Два многоугольника подобны, если они состоят из одинакового числа подобных и одинаково расположенных треугольников.
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Черт. 159

Пусть мн-ки ABСDE и A1B1С1D1E1 (черт.159) составлены из одинакового числа попарно подобных тр-ков: 

(M подобен (M1 ,  (N подобен (N1 и т.д.

Пусть, кроме того, эти тр-ки одинаково расположены.

Требуется доказать, что такие многоугольники подобны, т.е. что у них:

1. равны соответственно углы и

2. сходственные стороны пропорциональны (177).

1. Равенство углов мн-ков следует из равенства углов тр-ков. Так B=B1 и E=E1 , как равные углы подобных тр-ков ( M и M1 , P и P1 ) A=A1 , С=С1 , D=D1 как суммы углов соответственно равных друг другу.

2. Из подобия тр-ков следует:
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Возьмем из этого ряда равных отношений только те, в которые входят стороны данных многоугольников. Тогда получим:
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Таким образом, данные многоугольники, имея соответственно равные углы и пропорциональные стороны, подобны.

186. Обратная теорема. Подобные многоугольники можно разложить на одинаковое число подобных и одинаково расположенных треугольников.
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Черт. 160.

Пусть мн-ки ABСDE и A1B1С1D1E1 (черт.160) подобны.

Их можно разложить на одинаковое число подобных тр-ков. различными способами. Укажем один из них.

Возьмем внутри мн-ка ABСDE произвольную точку O и соединим ее с вершинами. 

Тогда мн. ABСDE разобьется на столько треугольников, сколько в нем соторон.

Возьмем один из них, напр., AOE и на сходственной стороне A1E1 другого мн-ка построим углы O1A1E1 и O1E1A1, соответственно равные углам OAE и OEA.

Точку пересечения O1 соединим с прочими вершинами мн. A1B1С1D1E1.

Тогда и этот мн-к разобьется на то же число  треугольников. Докажем, что тр-ки первого мн-ка соответственно подобны тр-кам второго многоугольника.

(AOE подобен ( A1O1E1 по построению.

Чтобы доказать подобие соседних тр-ков ABO и A1B1O1 примем во внимание, что из подобия мн-ков , между прочим следует:

	A
	(
	A1
	и
	BA
B1A1
	(
	AE
A1E1                [1]


а из подобия тр-ков AOE и A1O1E1 выводим: 

	(OAE
	(
	(O1A1E1
	и
	AO
A1O1
	(
	AE

A1E1                 [2]


Из равенств [1]  и  [2]  следует:

	(BAO
	(
	(B1A1O1
	и
	BA
B1A1
	(
	AO

A1O1


Теперь видим, что тр-ки ABO и A1B1O1 имеют по равному углу, заключенному между пропорциональными сторонами. Значит они подобны.

Совершенно также докажем подобие следующих тр-ков BCO и B1С1O1, затем СOD и С1O1D1 и т.д.

187. Сходственные точки и линии.

Если на плоскостях подобных многоугольников возьмем такие точки O и O1 (черт. 160), что тр-ки OAB и O1A1B1 , полученные от соединения этих точек с концами каких-нибудь сходственных сторон, подобны, то такие точки наз. сходственными. 

Из предыдущей теоремы следует, что если точки O и O1 сходственные, то все треугольники, получаемые соединением этих точек с концами каких угодно сходственных сторон, соответственно подобны.
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Черт. 161

188. Теорема. Сходственные линии двух подобных многоугольников пропорциональны их сходственным сторонам.
Соединим сходственные точки с концами двух каких-нибудь сходственных сторон, напр., AB и A1B1 .

Из подобия треугольников AOB и A1O1B1 следует:

	(OAB
	(
	(O1A1B1
	и
	OA
O1A1
	(
	AB
A1B1                 [1]


а из подобия тр-ков PAB и P1A1B1 выводим:

	(PAB
	(
	(P1A1B1
	и
	PA
P1A1
	(
	AB
A1B1                 [2]


Из сравнения равенств [1]  и  [2]  находим:

	(OAP
	(
	(O1A1P1
	и
	OA
O1A1
	(
	PA
P1 A1


Теперь видим, что тр-ки OAP и O1A1P1 имеют по равному углу, заключенному между пропорциональными сторонами. Следовательно, они подобны, и потому

	OP
O1P1
	(
	OA
O1A1
	(
	AB
A1B1


189. Теорема. Периметры подобных многоугольников относятся, как сходственные стороны.

Пусть мн-ки ABСDE и A1B1С1D1E1 (черт 160) подобны.

Тогда по определению:

	AB
A1B1
	(
	BC
B1С1
	(
	СD
С1D1
	(
	DE
D1E1
	(
	EA
E1A1


Из алгебры известно, что если имеем ряд равных отношений, то сумма предыдущих относится к сумме последующих, как какой-нибудь из предыдущих относится к своему последующему, поэтому:

	AB +  BC + СD +  DE + EA
A1B1+B1С1+С1D1+D1E1+E1A1
	(
	AB
A1B1
	(
	BC      . . .

B1С1


Пример. Если сторона одного многоугольника более сходственной стороны другого многоугольника, подобного ему, в 2 раза, 3 раза, 4 раза и т.д., то периметр первого многоугольника более периметра второго в 2 раза, 3 раза, 4 раза и т.д.

190. Задача. На данной стороне A1E1 (черт. 159) построить многоугольник, подобный данному многоугольнику ABСDE.

Разбив данный многоугольник на треугольники M, N, P, строят на одной стороне   A1E1    тр-к    P1 ,  подобный   тр-ку  P.

Затем на стороне A1D1 - тр-к   N1 , подобный тр-ку   N   и т.д. , наблюдая при этом, чтобы тр-ки были одинаково расположены в обеих фигурах.

Полученный таким образом мн-к   A1B1С1D1E1    подобен данному (185).

______________

ГЛАВА 2.

Некоторые теоремы о пропорциональных линиях.

191. Теорема. Две прямые, пересекаемые рядом параллельных прямых, рассекаются ими на пропорциональные части.
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Черт.162.

Докажем, например, что

	СD
EF
	(
	С1D1
E1F1


Проведя СM и EN параллельно A1B1 , получим С1D1 = СM и E1F1 = EN (91).

Тр-ки СDM и EFN подобны, потому что углы одного равны соответственно углам другого (вследствие параллельности линий). Из их подобия следует:

	СD
EF
	(
	СM
EN
	откуда
	СD
EF
	(
	С1D1
E1F1


Подобным образом легко доказать пропорциональность всяких других соответствующих отрезков.

192. Теорема. Стороны угла, пересекаемые рядом параллельных прямых, рассекаются ими на пропорциональные части.
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Черт. 163.

Докажем, например, что:

	BD
DE
	(
	B1D1
D1E1


Проведя DM (( BA , получаем D1E1 = DM . 

Из подобия тр-ков BDD1  и DEM находим:

	BD
DE
	(
	BD1
DM
	откуда
	BD
DE
	(
	BD1
D1E1


Подобным образом легко доказать пропорциональность всяких других соответствующих отрезков.

193. Обратная теорема. Если на сторонах угла отложить от вершины пропорциональные части, то прямые, соединяющие их соответственные концы, параллельны.

Пусть на сторонах угла ABС (черт.163.) отложены от вершины части BD, DE, BD1  и  D1E1 , удовлетворяющие пропорции :

BD : DE = BD1 : D1E1
Требуется доказать, что прямые DD1 и EE1 параллельны.

Предположим, что прямая, параллельная DD1 и проходящая через точку E , будет не EE1 , а какая-нибудь иная, например, EE2 .

Тогда, согласно прямой теореме будем иметь:

	BD
BE
	(
	BD1
DE2
	и по условию
	BD
DE
	(
	BD1
D1E1


Откуда D1E2 = D1E1 , что возможно только тогда, когда прямые EF  и  EE2 сливаются.

194. Теорема.
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Черт. 164.

1.Применяя теорему 192 сначала к углу AOB , затем к углу BOС и т.д., получим:
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2. Из подобия тр-ков AOB и A1OB1 , затем BOС и B1OС1 , выводим:

	AB
A1B1
	(
	BO
B1O
	и
	BO
B1O
	(
	BC
B1С1


Откуда:

	AB
A1B1
	(
	BC
B1С1


Подобным же образом доказывается пропорция BC : B1С1 = СD : С1D1 .

195. Задача. Разделить отрезок AB (черт. 165) на три части пропорционально данным отрезкам m : n : p  (или данным числам m : n : p ).
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Черт. 165

Если m, n и p - какие-нибудь числа, напр., 2, 5, 3, то построение выполняется также, с той лишь разницей, что на AС откладывают отрезки, равные 2, 5, и 3 произвольным единицам длины.

196. Задача. К трем данным отрезкам a, b и с найти четвертый пропорциональный ( черт.166), т.е. найти такой отрезок  x, который удовлетворял бы пропорции  a:b = c:x  .
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Черт. 166.

197. Задача. На бесконечной прямой MN (черт. 167) найти все точки, расстояния которых от двух данных точек A и B этой прямой относились бы как m;n (m и n или данные отрезки, или данные числа).
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Черт. 167.

Действительно, из подобия тр-ков AСF и FBE , а затем из подобия тр-ков AСG и BDG находим:

FA : FB = AС : BE = m:n

GA:GB = AС : BD = m:n

Кроме этих двух точек на прямой MN нет ни одной точки, удовлетворяющей требованию задачи, потому что при всяком изменении положения точки F между A и B отношение  FA : FB  изменяется. То же самое можно сказать об отношении  GA : GB.

Когда m=n, существует только одна точка (лежащая на середине между 

A и B ), которая удовлетворяет требованиям задачи, так как расстояния какой-нибудь другой точки на прямой MN от точек A и B не могут быть равными.

198. Теорема. Биссектриса внутреннего (или внешнего) угла треугольника пересекает противоположную сторону (или ее продолжение) в такой точке,   расстояния которой от концов этой стороны пропорциональны соответственно другим сторонам треугольника. Для биссектрисы внешнего угла тр-ка теорема не применима в случае, если этот внешний угол лежит при вершине равнобедренного тр-ка. Действительно, легко доказать, что в этом случае (если AB=BC черт. 168) биссектриса BD1 параллельна AС.

[image: image21.png]








Черт. 168
Пусть (черт. 168)  BD - биссектриса внутреннего, а BD1 - биссектриса внешнего угла  (ABС.

Требуется доказать, что 

	1.
	DA
DС
	(
	BA
BC
	2.
	D1A
D1С
	(
	BA
BC


Через вершину С проведем EE1 (( AB до пересечения с обеими биссектрисами.

Тр-ки ABD и DEС подобны (углы при D равны, как вертикальные, (1=(5, как внутр. накрест лежащие при параллельных).

Точно также подобны тр-ки ABD1 и СE1D1 . Из их подобия находим:

	DA
DС
	(
	BA
EС
	[1]
	D1A
D1С
	(
	BA                 [2]

СE1


Чтобы перейти от этих пропорций к тем, которые требуется доказать, достаточно убедиться, что EС=BC  и  СE1=BC.

И действительно, так как (2=(1 (по условию) и (5=(1 (как накр. леж.), то (2=(5, и потому (EBC равнобедренный, т.е. EС=BC.

С другой стороны (3=(4 (по условию) и (6=(4 (как внутр. накр. леж.). Значит (3=(6, и потому (BCE1 равнобедренный, т.е. СE1=BD.

Заменив теперь в пропорциях [1] и [2] отрезки EС и СE1 на BC, получим те пропорции, которые требовалось доказать.

Численный пример. Пусть AB=10 , BC=7  и  AС=6 .

Тогда биссектрисы BD и BD1 определяют точки D и D1 , расстояния которых от A и С можно найти из пропорций:

	DA
DС
	(
	10
 7
	и
	D1A
D1С
	(
	10                 

 7


	откуда
	DA+DС 

DA
	(
	17
10
	и
	D1A - D1С
     D1A
	(
	3  

10


	т.е
	6                   DA
	(
	17
10
	и
	6
D1A
	(
	3

10


	значит:
	DA
	(
	60
17
	(
	3
	9
17
	и
	D1A
	=
	60
3
	=
	20


199. Обратная теорема. Если прямая, исходящая из вершины треугольника, пересекает противоположную сторону (или ее продолжение) в такой точке, расстояния которой до концов этой стороны пропорциональны соответственно двум другим сторонам, то эта прямая - биссектриса внутреннего (или внешнего) угла треугольника. 
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Черт. 168а.

Пусть D и D1 (черт. 168а) две точки, удовлетворяющие пропорциям:

	DA
DС
	(
	BA
BC
	[1]
	D1A
D1С
	(
	BA                 [2]

BC


Требуется доказать, что прямые BD и BD1 делят пополам: первая внутренний, а вторая внешний угол (ABС.

Проведя снова прямую EE1 ​​(( AB, найдем из подобия тр-ков:

	DA
DС
	(
	BA
BС
	[3]
	D1A
D1С
	(
	BA                 [4]

СE1


Сравнивая пропорции [3] с [1] и [4] с [2] , находим:       EС=BC  и  СE1=BC

Поэтому в (BEС  равны углы 2 и 5 ,а в (BE1С равны углы 3 и 6 

Но (5=(1 (как накр. леж.) и (6=(4 (по той же причине).

Следовательно , (2=(1  и  (3=(4 , т.е. BD  и  BD1 - биссектрисы.

200.Теорема. Геометрическое место точек, расстояние которых от двух данных точек A и B находится в постоянном отношении m:n , есть окружность, если m не равно n ,       и прямая, когда m=n.

[image: image23.png]



Черт. 169.

Предположим сначала, что m не равно n . Тогда на бесконечной прямой, проходящей через A и B (черт. 169) , можно найти две точки, принадлежащие искомому геометрическому месту (197). Пусть это будут точки С и С1, т.е.

СA : СB = m:n    и    С1A : С1B= m:n

Предположим теперь, что существует еще какая-нибудь точка M, не лежащая на прямой AB и удовлетворяющая пропорции:

MA : MB = m:n

Проведя MС и MС1 , мы должны заключить (199) , что первая из этих прямых - биссетриса угла AMB , а вторая - биссектриса угла BMN.

Вследствие этого угол СMС1 , составленный из двух половин смежных углов, должен быть прямой, а потому вершина его M лежит на окружности, описанной на СС1 как на диаметре.

Таким образом мы доказали, что всякая точка M, принадлежащая искомому геометр. месту, лежит на окружности СС1.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

Теперь докажем обратное предложение, т.е., что всякая точка этой окружности принадлежит геометр. месту.

Пусть M - произвольная точка этой окружности. Требуется доказать, что 
MA : MB = m:n.

Проведя через B прямую DE (( AM будем иметь следующие пропорции:

MA : BD = С1A : С1B = m :n       [1]

MA : BE = СA : СB = m:n         [2]

Откуда   BD = BE  ,  т.е. точка B - середина прямой DE.   Так как угол СMС1 вписанный и опирается на диаметр, то он прямой.    Поэтому (DME прямоугольный.

Вследствие этого, если середину B гипотенузы DE примем за центр и опишем окружность, то эта окружность пройдет через M.

Значит, BD = MB . Подставив теперь в пропорцию [1] вместо BD равную ей прямую MB будем иметь 
MA : MB =m:n

Когда m=n , рассматриваемое геометрическое место, очевидно, преобразуется в прямую, перпендикулярную к отрезку AB в его середине.

ГЛАВА 3.

Числовые зависимости между элементами треугольника и некоторых других фигур.

201. Теорема. Перпендикуляр, опущенный из вершины прямого угла на гипотенузу, есть средняя пропорциональная между отрезками гипотенузы, а каждый катет есть средняя пропорциональная между гипотенузой и прилежащим к этому катету отрезком.
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Черт. 170.

	1.
	BD
AD
	(
	AD
DС
	2.
	BC
AB
	(
	AB

DB
	3.
	BC
AС
	(
	AС
DС


Первую пропорцию мы докажем из подобия тр-ков ABD и ADС , у которых AD - общая сторона.

Эти тр-ки подобны, потому что острые углы, обозначенные на чертеже одними и теми же цифрами, равны , вследствие перпендикулярности их сторон (82).

Возьмем в (ABD те стороны BD и AD , которые составляют первое отношение доказываемой пропорции.

Сходственными сторонами (177)  в ( ADС будут AD и DС . Поэтому:

BD : AD = AD : DС
Вторую пропорцию докажем из подобия тр-ков ABС и ABD , у которых AB общая сторона. 

Эти треугольники подобны, потому что они прямоугольные, и острый угол B у них общий.

В (ABС возьмем те стороны BC и AB, которые составляют первое отношение доказываемой пропорции.

Сходственными сторонами в (ABD будут AB и BD. Поэтому

BC : AB = AB : BD

Третью пропорцию докажем из подобия тр-ков ABС и ADC , у которых AС общая сторона.

Эти тр-ки подобны, потому что они оба прямоугольные и имеют общий острый угол С .

В (ABС возьмем стороны BC и AС.

Сходственными сторонами в ( ADС будут AС и DС. Поэтому:

BC : AС = AС : DС

202. Следствие. 
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Черт. 171.

Перпендикуляр, опущенный из какой-либо точки окружности на диаметр, есть средняя пропорциональная между отрезками диаметра, а хорда, соединяющая эту точку с концом диаметра, есть средняя пропорциональная между диаметром и прилежащим к хорде отрезком диаметра.

203. Задача. Построить среднюю пропорциональную между двумя конечными прямыми a  и  b.

Предыдущее следствие позволяет решить эту задачу двояким путем.


1.

[image: image26.png]




Черт. 172.

Этот перпендикуляр и есть искомая средняя пропорциональная между AB и BC.

2.
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Черт. 173.

Хорда AD есть средняя пропорциональная между AС и AB.

204. Теорема. Если стороны прямоугольного треугольника измерены одной единицей , то квадрат числа, выражающего гипотенузу равен сумме квадратов чисел, выражающих катеты.
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Черт. 174.

BA : BC = BC : BD  и  BA : СA = СA : DA

Когда стороны данного треугольника и отрезки гипотенузы выражены числами, мы можем применить к этим пропорциям свойства числовых пропорций. Тогда:

BC2 = BA . BD  и  СA2 = BA . DA

Сложив эти два равенства, получим:

BC2 + СA2 = BA ( BD + DA ) = BA .  BA = BA2
Эту теорему обыкновенно выражают сокращенно так:

Квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.

Это соотношение было впервые замечено греческим геометром Пифагором

( VI в. до н.э.) и носит поэтому его имя - теорема Пифагора.

205. Численные применения. Пусть a, b, с, h, b’, a’ (черт. 174) будут числа, выражающие в одной и той же единице стороны, высоту и отрезки гипотенузы прямоугольного тр-ка ABС.

На основании доказанных выше теорем, мы можем вывести следующие 5 уравнений, связывающих эти 6 чисел:

a2 = сa’;  b2 = сb’;   h2 = b’a’;    b’+ a’ = с;     a2 + b2= с2
Из этих уравнений только первые четыре самостоятельны, а последнее составляет следствие двух первых.

Вследствие этого уравнения позволяют по данным двум из шести чисел находить остальные четыре.

Для примера предположим, что нам даны отрезки гипотенузы: b’= 5м и  a’ = 7м  Тогда:

	С=b’+a’=12
	a
	=
	  ___

(сa’ =
	  ____

(12. 7 =
	  ___

(84   =
	9,165 . . .

	b
	=
	  ___

(сb’ =
	  ____

(12. 5 =
	  ___

(60   =
	7,745 . . .

	h
	=
	  ___

(b’a’ =
	  ____

(5. 7 =
	  ___

(35   =
	5,916 . . .


206. Следствие. Квадраты катетов относятся между собой, как прилежащие отрезки гипотенузы.

Действительно, из уравнений предыдущего параграфа находим:

a2 : b2 = сa’ : сb’ = a’:b’

207. Замечание. В последующих теоремах мы будем сокращенно говорить: “квадрат стороны” вместо: “квадрат числа, выражающего сторону”, или “произведение прямых” вместо: “произведение чисел, выражающих прямые”. При этом будем подразумевать, что прямые измерены одной и той же единицей.

208. Теорема. В треугольнике квадрат стороны, лежащей против острого угла, равен сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произведения какой-нибудь из этих сторон на ее отрезок от вершины острого угла до высоты.
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Черт. 175

Черт.176

Требуется доказать, что:

BC2 = AB2 + AС2 - 2 AС. AD

Из прямоугольных тр-ков BDС и ABВ выводим:

BC2 = BD2+DС2    [1]     BD2 = AB2 - AD2    [2]

С другой стороны: DС=AС-AD (черт. 175) или DС=AD-AС (черт. 176). В обоих случаях для ВС2 получим одно и то же выражение:

	DС2 = (AС-AD)2 = AС2  - 2AС.AD + AD2
DС2 = (AD-AС)2 = AD2  - 2AD.AС + AС2
	}
	[3]


Подставив в равенство [1] вместо BD2  и DС2 их выражения из равенств [2]  и  [3] , получим:

BC2 = AB2 - AD2 + AС2 - 2 AС . AD + AD2
Это равенство, после сокращения членов -AD2  и +AD2 , и есть то самое, которое требовалось доказать.


Замечание. Доказанная теорема остается верной и тогда, когда угол С прямой. Тогда отрезок СD обратится в ноль, т.е. AС станет равна AD, и мы будем иметь:

BC2 = AB2 + AС2  -  2AС2  =  AB2  -  AС2 

Что согласуется с теоремой о квадрате гипотенузы (204).

209.Теорема. В треугольнике квадрат стороны, лежащей против тупого угла, равен сумме квадратов двух других сторон, сложенных с удвоенным произведением какой-нибудь из этих сторон на отрезок ее продолжения от вершины тупого угла до высоты.
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Черт. 177

Из прямоугольных тр-ков ABD и СBD имеем:


AB2  = BD2 + AD2



[1]


BD2 = BC2 - СD2



[2]

Но 
AВ2 = (AС+СD)2 = AС2+ 2AС.СD+СD2
[3]

Заменив в равенстве [1] BD2 и AD2 их выражениями из [2]  и  [3] , получим:

AB2 = BC2 - СD2 + AС2 + 2AС .  СD+ СВ2
что, после сокращения дает доказываемое равенство.

210. Следствие. Из трех последних теорем выводим, что квадрат стороны треугольника равен, меньше или больше суммы квадратов других сторон, смотря по тому, будет ли противолежащий угол прямой, острый или тупой. Отсюда следует обратное предложение:

Угол треугольника окажется прямым, острым или тупым, смотря по тому, будет ли квадрат противолежащей стороны равен, меньше или больше суммы квадратов других сторон.

Примеры.

1. 
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Черт. 177а

2.
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Черт. 177b

3.
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Черт. 177с

211. Вычисление высоты треугольника по его сторонам.
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Черт. 178

	с'
	(
	a2 + с2 - b2
    2a


После чего из (ABD определяем высоту, как катет :
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Таким же путем можно определить высоты hb  и  hс , опущенные на стороны b  и  с.

(Далее в 278 будет дана более простая формула для высоты.)

212. Теорема. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов его сторон.
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Черт. 179





BD2  = AB2  + AD2  -  2AD . AE




AС2  = AD2  + СD2  + 2AD . DF

Прямоугольные тр-ки ABE  и  DСF  равны, так как они имеют по равной гипотенузе и равному острому углу.

Поэтому AE = DF.

Учитывая это, сложим два выведенных выше равенства. Тогда подчеркнутые члены сократятся, и мы получим:

BD2 + AС2 = AB2 + AD2 + AD2 + СD2 = AB2 + AD2 + BC2 + СD2
213. Вычисление медиан треугольника по его сторонам.
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Черт. 180
	Следовательно,
	BD
	=
	1
2
	BE
	=
	1

2
	  ______________

(2AB2+2BC2-AС2




214. Вычисление диагоналей вписанного четырехугольника.
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Черт. 181.

Поэтому из тр-ков ABС и ADС можем написать (208 , 209):

x2  = a2 + b2 – 2b . BK

[1]

x2 = с2 + d2 + 2d . DL

[2]

Прямоугольные тр-ки ABK и СDL подобны, т.к. они содержат по равному острому углу (углы B и СDL равны, потому что каждый из них служит дополнением до 2d к углу ADС).

Из их подобия выводим:




BK :a= DL : с
откуда 

BK . с = DL . a

[3]

Таким образом мы получим три уравнения с тремя неизвестными x, BK и DL.

Чтобы исключить BK и DL , уравняем в первых двух уравнениях последние члены, для чего умножим уравнение [1] на сd , а уравнение [2] на ab .

Сложив затем результаты и, приняв во внимание уравнение [3] , найдем:

(ab + сd)x2 = a2сd + b2сd + с2ab + d2ab =aс(ad + bс) + bd(bс+ad)=(aс + bd)(ad+bс)

Откуда:
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Заметим, что 

в числителе подкоренной величины первый множитель - сумма произведений противоположных сторон, а второй - сумма произведений сторон, сходящихся в концах определяемой диагонали,

знаменатель же представляет сумму произведений сторон, сходящихся в концах другой диагонали.

После этого мы можем, по аналогии, написать следующую формулу для диагонали y :
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215. Следствие 1. Произведение диагоналей вписанного четырехугольника равно сумме произведений противоположных сторон.

Действительно, перемножив выражения, выведенные для x и для y, получим:

	xy
	=
	  ________
((aс + bd)2
	=
	aс + bd


Это предложение известно под именем теоремы Птоломея.

216. Следствие 2. Отношение диагоналей вписанного четырехугольника равно отношению суммы произведений сторон, сходящихся в концах первой диагонали, к сумме произведений сторон, сходящихся в концах второй диагонали.

Действительно, разделив те же два равенства, найдем :
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Эти два следствия удобны для запоминания. Из них можно обратно вывести формулы для x и y (перемножением или делением равенств, определяющих xy и x/y).

217. Задача.
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Черт. 182

DС = 2R ,

	AD
	=
	  ________

(DС2 - AС2
	=
	  ________

(4R2 -b2
	( из прямоугольного (AСD )

	BD
	=
	  ________

(DС2 - BC2
	=
	  ________

(4R2 -a2
	( из прямоугольного (BCD )


Применяя к этому четырехугольнику теорему Птоломея будем иметь:

	2Rx
	=
	    ________         ________

a(4R2 -b2     +  b(4R2 -a2


откуда легко найдем x .

Задача будет иметь другое решение, если предположим, что стороны a и b лежат по одну сторону от центра. Применяя к этому случаю теорему Птоломея, мы получим следующее уравнение :

	2Rx
	=
	    ________         ________

a(4R2 -b2     -  b(4R2 -a2


218. Теорема. Если через одну и ту же точку, взятую внутри круга, проведены несколько хорд, то произведение двух отрезков каждой хорды есть число постоянное для всех хорд.
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Черт. 183

Проведем вспомогательные хорды AС и BD.

Тогда получим два тр-ка AMС и BMD , которые подобны, потому что углы A и С одного из них равны соответственно углам D и B другого (как углы вписанные, опирающиеся на одну и ту же дугу).

Из их подобия выводим:



AM : MD = СM : MB

откуда 
AM . MB = СM . MD

219. Теорема. Если из точки, взятой вне круга, проведены к нему секущая и касательная, то произведение секущей на ее внешнюю часть равно квадрату касательной. (при этом предполагается, что секущая ограничена второй точкой пересечения, а касательная - точкой касания).
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Черт. 184

Проведем вспомогательные хорды AС и BC.

Тогда получим два тр-ка MAС  и  MBC , которые подобны, потому что у них угол M общий, и углы MСB  и  СAB равны, так как каждый из них измеряется половиной дуги BC (163).

Возьмем в (MAС стороны MA и MС .  Сходственными сторонами в (MBC будут MС и MB.

Поэтому: MA : MС = MС : MB

Откуда : MA . MB = MС2
Следствие. Если из точки, взятой вне круга, проведены к нему несколько секущих, то произведение каждой секущей на ее внешнюю часть есть число постоянное для всех секущих, так как для каждой секущей это произведение равно квадрату касательной.

220. Теорема. Произведение двух сторон треугольника равно:

1. произведению диаметра описанного круга на высоту, проведенную к третьей стороне.

2. квадрату биссектрисы угла, заключенного между этими сторонами, сложенному с произведением отрезков третьей стороны.

1.
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Черт. 185

Из подобия выводим : 
с : ha = 2R : b

Откуда: 


bc = 2R . ha

[1]

Из этой формулы легко определить величину радиуса R описанного круга. Мы отложим однако этот вывод до 302 , где появится возможность упростить выражение при помощи формулы, определяющей площадь треугольника.


2.
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Черт. 186.

221. Вычисление биссектрис углов данного треугольника.

Из равенства [2] предыдущего параграфа выводим:

(2= bc - BD . DС

Отрезки BD и DС можно найти из пропорции BD : DС = с : b (198)

Откуда: 

	BD + DС

   BD
	=
	b + с
    с
	и
	BD + DС
    DС
	=
	b + с
   b


Заметив, что BD + DС =a , получим:

	BD
	=
	  aс   
b + с
	ВС
	=
	  ab  
b + с


Следовательно: 

	(2
	=
	bс -  
	  a2bс (b+с)2
	=
	  bс

(b+с)2
	[
	(b+с)2 - a2
	]
	=
	bс
(b+с)2
	[
	(b+с+a)(b+с-a)
	]


Это выражение можно упростить, если обозначим периметр тр-ка ABС равный a+b+с , через 2p.

Тогда 

b + с - a = 2p – 2a = 2(p – a)         и 

	(
	=
	     _______

2 (bсp(p-a)

     b+с


____________________________

ГЛАВА 4.

Понятие о приложении алгебры к геометрии.
222. Задача. Данный отрезок разделить в среднем и крайнем отношении.

Эту задачу надо понимать так: разделить данную прямую на такие две части, чтобы большая из них была средней пропорциональной между всей линией и ее меньшей частью.

Задача будет решена, если мы найдем одну из двух частей, на которые требуется разделить данную прямую.

Будем находить большую часть, т.е. ту, которая должна быть  средней пропорциональной между всей линией и ее меньшей частью.

Предположим сначала, что речь идет не о построении этой части, а только о ее вычислении.

Тогда задача решается алгебраически так: если длину данной прямой обозначим a , а длину большей ее части x , то длина другой части выразится

 a-x , и, согласно требованию задачи, мы будем иметь пропорцию:





a:x =x: (a – x)

откуда :


x2 = a ( a- x)

или



x2 + ax - a2 = 0

Решив это квадратное уравнение, находим:
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Отбросив второе решение, как отрицательное*) , возьмем только первое положительное решение, которое удобнее представить так:
*) Не трудно было бы показать, что абсолютная величина отрицательного решения дает ответ на измененную задачу: данный отрезок продолжить на столько ( на x) , чтобы продолжение было средней пропорциональной между a и a+x.
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Чтобы убедиться, годится ли это решение для предложенной задачи, необходимо показать, что величина x1 меньше a.
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Отняв от обоих частей этого неравенства по a/2 , найдем что x1 < a .

Таким образом мы видим, что задача всегда возможна и имеет только одно решение.

Если бы нам удалось построить такую прямую, длина которой выражается формулой [1] , то нанеся эту длину на данный отрезок, мы разделили бы его в среднем и крайнем отношении.

Итак, вопрос сводится к построению формулы [1].
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представляет собой длину гипотенузы такого прямоугольного тр-ка, у которого один катет равен a , а другой   a/2.  Построив такой тр-к , мы найдем 





.
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Чтобы получить затем длину x1 достаточно из гипотенузы построенного тр-ка вычесть a/2.

Таким образом, построение можно выполнить так:
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Черт. 187.
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.

Чтобы вычесть из гипотенузы длину a/2 , опишем из D , как центра, дугу радиусом DB = a/2 .
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Отложив AE на AB (от A до G ), получим точку G , в которой AB разделится в среднем и крайнем отношении.

223. Алгебраический способ решения геометрических задач.

Мы решили предложенную задачу путем приложения алгебры к геометрии.

Этот прием состоит в следующем:

Сперва определяют, какую прямую требуется отыскать, чтобы можно было решить задачу.

Затем, обозначив прямые буквами a,b,с,... ,  а искомую буквой x, составляют из условий задачи и известных теорем уравнение, связывающее искомую прямую с данными.

Полученное уравнение решают по правилам алгебры.

Найденную формулу исследуют, т.е. определяют, при всяких ли значениях эта формула дает возможные решения, или только при некоторых, и получается ли одно решение или несколько.

Затем строят формулу, т.е. находят построением такую прямую, численная величина которой выражается этой формулой.

Таким образом, алгебраический прием решения геометрических задач состоит из следующих 4-х частей:

1. составление уравнения;

2.решение его;

3. исследование полученной формулы и

4. ее построение.

Иногда задача приводится к отысканию нескольких прямых линий. Тогда, обозначив их буквами x, y, ... ,  стремятся составить столько уравнений, сколько неизвестных.

224. Построение простейших форм.

Укажем простейшие формулы, которые можно построить с помощью циркуля и линейки.

При этом будем предполагать, что буквы   a,b,с. . . ,  означают величины данных отрезков, а     x - величину искомого.

Не останавливаясь на таких формулах

x=a + b + с ,     x + a – b,       x= 2a,   3a ...

построение которых весьма просто, перейдем к следующим:

1. 

	Формулы
	x
	=
	a  ,

2 
	a  ,...

3
	x
	=
	2a  , ...

3
	и   т.п. строятся посредством 


деления прямой a на равные части (65 7 ; 101) и затем, если нужно, повторением одной части слагаемым 2 , 3 ... раза.

2. 

	Формула
	x
	=
	ab
с
	представляет собой четвертую пропорциональную 


к прямым с,  a и  b.

Действительно, из этого равенства выводим:

cx=ab ,     откуда      с :a =b :x

Следовательно, x найдем способом, указанным нами (196) для построения четвертой пропорциональной.

3.
	Формула
	x
	=
	a2 
b
	выражает четвертую пропорциональную к прямым  


b,  a  и a, или, как говорят, третью пропорциональную к прямым b  и  a.

Действительно, из данного равенства выводим:

bx=a2 ;    откуда   b:a =a : x 

Следовательно, x найдем тем же способом, каким отыскивается 4-я пропорциональая (прямую a придется откладывать два раза).

4.
	Формула
	x
	=
	  ___

(ab
	выражает среднюю пропорциональную между a и b. 


Действительно, из нее выводим:

x2 = ab ;    откуда    a:x = x:b

Следовательно, x найдем способом, указанным раньше для построения средней пропорциональной ( 203).

5.

	Формула
	x
	=
	  _______
(a2 + b2
	выражает гипотенузу прямоугольного тр- ка, 


катеты которого  a и b .

6.
	Формула
	x
	=
	  _______
(a2 - b2
	представляет катет прямоугольного тр- ка, 


у которого гипотенуза есть a , а  другой катет b.

Построение удобнее всего выполнить так, как указано в (158).

Указанные формулы можно считать основными. С их помощью строятся более сложные формулы. Например:

7.

	x
	=
	abcd
efg
	Разобьем дробь на множители так: 


	x
	=
	ab   .  с  .   d    
e      f     g
	и предположим, что 
	ab
e
	=
	k 


Тогда k найдем как 4-ю пропорциональную к   e, a, и b . Найдя k будем иметь:

	x
	=
	kс   .    d    
а       g
	Предположим, что 
	kс
а
	=
	l


Тогда l найдем как 4-ю пропорциональную к линиям f, k и с . Найдя l будем иметь:

	x
	=
	kl      
g
	Следовательно,   x   - 4-я пропорциональная к     g,l и d . 


Подобным образом строятся также и формулы вида:

	x
	=
	abc ...kl    
a’b’с’...k’
	или   
	x
	=
	am      ,

bm-1


т.е. такие формулы, в которых числитель и знаменатель представляют произведение линейных множителей (букв, означающих линии), причем числитель содержит этих множителей на один больше, чем знаменатель.

8.
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Отсюда видим, что x есть средняя пропорциональная между прямыми a и 2/3 a .

9.
	x
	=
	   __________
(a2+b2 - с2+d2
	Предположим, что
	a2+b2=k2


Тогда k найдется, как гипотенуза прямоугольного тр-ка, у которого катеты - a и b .

Построив k ,  положим, что k2 - с2 = l2 . Тогда l найдется как катет такого прямоугольного тр-ка, у которого гипотенуза есть k , а другой катет с.

	Построив  k, будем иметь:
	x
	=
	  _________

(l2 + d2   . Следовательно, x есть гипотенуза


тр-ка, у которого катеты - l и d .

10.
	x
	=
	   _____
( a ( bс
	Если предположим , что bс = k2 , то найдем k , как среднюю


пропорциональную между b и с .

	Тогда  x
	=
	   _____
( a2 ( k2
	найдется, как было выше указано в случаях 5 и 6 .


11.

	x
	=
	    4  ______
    ( a4  - d4
	  Предположим , что  


	a4 
	=
	b3y , 
	т.е.
	y
	=
	a4
b3
	=
	a2  .  a  . a
b      b    b


Отсюда видно, что н найдется посредством троекратного построения 4-й пропорциональной. Построив  н , будем иметь
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	Выражение
	  _____

( b(y – b)
	представляет линию, которая есть средняя


пропорциональная между  b  и  y - b .

Пусть эта линия будет k.

	Тогда
	x
	=
	  ___
(bk
	Значит , x найдется,  как средняя пропорциональная


между b  и  k .

Ограничимся этими примерами. Заметим, что подробное рассмотрение способов построения алгебраических формул приводит к следующему важному выводу:

С помощью линейки и циркуля можно строить только такие алгебраические выражения, которые или вовсе не содержат радикалов, или же содержат радикалы с показателем степени 2, 4, 8 ... , т.е. с показателем, равным степени 2-х.

Отсюда, между прочим, следует невозможность решения с помощью циркуля и линейки известной с древних времен задачи об удвоении куба, т.е. о построении стороны x такого куба, об’ем которого был бы вдвое более об’ема куба с данной стороной a.

Действительно из уравнения   x3 = 2a3   следует:

	x
	=
	   3 __

a ( 2
	, а такое выражение, как содержащее радикал с показателем, не 


равным степени 2-х, не может быть построено с помощью линейки и циркуля.

________________

УПРАЖНЕНИЯ.

Доказать теоремы.

189. Прямая, проведенная через середины оснований трапеции, проходит через точку пересечения непараллельных сторон  и через точку пересечения диагоналей.

189а. Если в тр-ке из вершины угла, лежащего между неравными сторонами, проведены биссектриса и медиана, то первая меньше второй.

189b. Прямая, проходящая через середину основания равнобедренного треугольника и ограниченная одной боковой стороной и продолжением другой боковой стороны, больше основания этого тр-ка.

190. Если два круга касаются извне, то часть внешней общей касательной, ограниченная точками касания, есть средняя пропорциональная между диаметрами кругов.

190а. Доказать, что если A,B и С - три последовательные точки прямой и M какая-нибудь точка вне прямой, то существует соотношение (теорема Стюарта) :

MA2 . BC + MС2 . AB - MB2 . AС = BC . AB . AС

(решается при помощи теорем 208 и 209 ).

190b. При помощи этого соотношения найти выражение для биссектрис треугольника, в зависимости от его сторон. (на основании 198 ).

191. Сумма квадратов сторон треугольника равна утроенной сумме квадратов расстояний от точки пересечения медиан до вершины треугольника (212).

192. Если в прямоугольный тр-к ABС вписан квадрат DEFG так, чтобы сторона DE лежала на гипотенузе BC , то эта сторона есть средняя пропорциональная между отрезками гипотенузы BD и EС.

193. Если два отрезка AB  и  СD  пересекаются (хотя бы и при продолжении) в точке E так, что 

EB . EA = EС . ED,

то точки A, B, С и D лежат на одной окружности (эта теорема обратна изложенным в 218 и 219).

194. Дана окружность O и две точки A и B вне круга. Через эти точки проведены несколько окружностей, пересекающих окружность O, или касающихся ее. Доказать, что все хорды, соединяющие точки пересечения каждой из этих окружностей с окружностью O , а также и общие касательные, сходятся (при продолжении) в одной точке, лежащей на продолжении прямой AB .

195. Основываясь на этом, вывести способ построения такой окружности, которая проходит через 2 данные точки A и B и касается данной окружности O .

196. Даны два каких-нибудь круга на плоскости. Если два радиуса этих кругов движутся, оставаясь постоянно параллельными, то прямая, проходящая через их концы, пересекает линию центров всегда в одной и той же точке (эта точка называется центром подобия двух кругов).

197. Медиана тр-ка делит пополам все прямые, проведенные внутри треугольника параллельно той стороне, относительно которой взята медиана.

198. Даны три прямые, исходящие из одной точки. Если по одной из них движется какая-нибудь точка, то ее расстояния от двух других прямых сохраняют всегда одно и то же отношение.

199. Если две окружности концентрические, то сумма квадратов расстояний всякой точки одной из них от концов какого угодно диаметра другой есть величина постоянная (212) .

200. Если из трех вершин тр-ка и из точки пересечения его медиан опустим перпендикуляры на какую-нибудь внешнюю прямую, то последний из 4-х перпендикуляров равен третьей части суммы первых трех.

201. Если соединим прямыми основания трех высот какого-нибудь  тр-ка, то образовавшиеся при этом 3 тр-ка у вершин данного подобны ему. Вывести отсюда, что для тр-ка, имеющего сторонами прямые, соединяющие основания высот данного тр-ка , эти высоты служат биссектрисами.

202. Диаметр AB данной окружности продолжен за точку B . Через какую-нибудь точку С этого продолжения проведена неопределенная прямая

 СD ( AB. Если произвольную точку M этого перпендикуляра соединим с A , то (обозначив через A1 вторую точку пересечения этой прямой с окружностью) произведение AM . AA1 есть величина постоянная.

Найти геометрические места.

203. -середин всех хорд, проходящих через данную точку окружности.

204. - точек, делящих в одном и том же отношении m:n все хорды, проходящие через данную точку окружности.

205. - точек, расстояния которых от сторон данного угла имеют одно и то же отношение m:n . 

206. - точек, для которых сумма квадратов расстояний от двух данных точек есть величина постоянная (212).

207. - точек, для которых разность квадратов расстояний от двух данных точек есть величина постоянная.

208. - точек, из которых касательные проведенные к двум данным окружностям, равны (это геометрическое место точек есть прямая, перпендикулярная к линии центров. Она называется радикальной осью двух кругов).

209. точек, делящих в данном отношении m:n все прямые, соединяющие точки окружности с данной точкой O (лежащей вне или внутри круга).

210. Даны две извне касающиеся окружности. Через точку касания A проводят в окружностях две перпендикулярные хорды AB и AС. Концы их B и С соединяют прямой. Найти геометрическое место точек, делящих BC в данном отношении  m:n .

211. Данный угол вращается вокруг своей вершины. На его сторонах, от вершины, откладывают переменные длины, но отношение которых постоянно. Если конец одной стороны описывает данную по положению прямую, то какую линию опишет другой конец?

Задачи на построение.

212. Через точку, данную внутри или вне угла, провести прямую так, чтобы ее части, заключенные между этой точкой и сторонами угла, имели данное отношение m:n .

213. Найти в ( такую точку, чтобы перпендикуляры, опущенные из нее на стороны, находились в данном отношении m:n:p (см. упр. 205).

214. Построить ( по углу, одной из сторон, прилежащих к нему, и по отношению этой стороны к третьей стороне (сколько решений?).

215. То же - по углу при вершине, основанию и отношению его к одной из боковых сторон.

216. То же - по высоте, углу при вершине и отношению отрезков основания.

217. То же по углу при вершине, основанию и данной на основании точке, через которую проходит биссектриса угла при вершине.

218. То же - по двум углам и сумме или разности основания с высотой.

219. Построить равнобедренный ( по углу при вершине и сумме основания с высотой.

220. Вписать в данный круг ( , у которого даны: основание и отношение двух других сторон.

221. Вписать в данный круг ( , у которого даны: основание и медиана относительно одной из неизвестных сторон (см. упр. 203).

222. Вписать квадрат в данный сегмент так, чтобы одна его сторона лежала на хорде, а вершины противолежащих углов - на дуге.

223. Вписать квадрат в данный( так, чтобы одна его сторона лежала на основании ( , а вершины противолежащих углов на боковых сторонах (.

224. В данный ( вписать прямоугольник (см. пред. задачу) , у которого стороны относились бы как m:n .

225.Около данного квадрата описать ( подобный данному.

226. Дана окружность и на ней две точки A и B. Найти на этой окружности третью точку С, чтобы ее расстояния от A и B находились в данном отношении. 

227. На данной прямой найти точку, которая одинаково была бы удалена от другой данной прямой и данной точки.

228. Построить ( по двум сторонам и биссектрису угла между ними (см. черт. 168. Сначала находим прямую DE из пропорции AB :EС (т.е. BC) = BD : DE ; затем строим BCE; ...).

229. Построить прямую x , которая относилась бы к данной прямой m, как

 a2 : b2 (a и b данные прямые).

230. Найти вне данного круга такую точку, чтобы касательная, проведенная из нее к этой окружности, была вдвое меньше секущей, проведенной из той же точки через центр (приложение алг. к геом.).

231. Через данную вне круга точку, провести такую секущую, которая разделилась бы этой окружностью в данном отношении (приложение алг. к геом.).

232. Построить ( по трем его высотам h1, h2 , h3 . (Предварительно из подобия прямоуг. тр-ков надо доказать, что высоты обратно пропорциональны соответствующим сторонам.  Если стороны , на которые опущены высоты h1, h2, h3  обозначим соответственно x1, x2, x3 , то

x1 : x2 = h2 : h1

	x2 : x3 = h3 : h2 =

	1
	:
	h2
h1
	=
	h1 :
	h1h2
h3


	x1 : x2 : x3
	=
	h2 : h1 
	:
	h1h2
h3


	Выражение
	h1h2
h3
	есть четвертая пропорциональная к 
	h3, h2 , h1


Построив ее (пусть это будет k ) , мы будем иметь три прямые : h2, h1  и k, которым искомые стороны пропорциональны. Значит ( , имеющий эти прямые сторонами, подобен искомому, и потому вопрос приводится к построению такого тр-ка, который будучи подобен данному, имел бы данную высоту. Задача окажется невозможной, если по трем прямым h1, h2 и k , нельзя построить треугольник (49).

Задачи на вычисление.

233. По данному основанию a и высоте h остроугольниго ( вычислить сторону x квадрата, вписанного в этот ( так, чтобы одна сторона квадрата лежала на основании тр-ка, а две вершины квадрата на боковых сторонах тр-ка.

234. Стороны тр-ка равны 10, 12 и 17 см. Вычислить отрезки стороны равной 17 см, на которые она делится биссектрисой противолежащего угла.

235. Перпендикуляр, опущенный из вершины прямого угла на гипотенузу, делит ее на два отрезка m и n . Вычислить катеты.

236. Вычислить высоту тр-ка, опущенную на сторону, равную 20, если две другие стороны равны 12 и 15.

237. Вычислить медианы тр-ка, стороны которого равны a= 5, b= 7, с= 9.

238. В (ABС стороны равны : AB=7, BC=15,  и AС=10. Определить, какого вида угол A, и вычислить высоту, опущенную из вершины B.

239. Из точки вне круга проведены касательная a и секущая. Вычислить длину секущей, зная, что отношение внешней ее части к внутренней равно m : n .

240. К двум кругам, радиусы которых равны R и r, а расстояние между центрами d, проведена общая касательная. Определить вычислением положение точки пересечения этой касательной с линией центров, во 1-х, когда эта точка лежит по одну сторону от центров, во 2-х, когда она расположена между ними.

_________________

ГЛАВА 5.

Правильные многоугольники.
225. Определения. Ломаная линия наз. правильной, если она удовлетворяет следующим трем условиям:

1. отрезки прямых, составляющих ее, равны;

2. углы, составленные каждыми двумя соседними отрезками , равны;

3. из каждых трех последовательных отрезков первый и третий расположены    по одну сторону от второго.
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Черт. 188.

Таковы, например, линии ABCDE и FGHKL (черт. 188) . Но ломаную MNPQ нельзя назвать правильной, потому что она не удовлетворяет третьему условию.

Правильная ломаная может быть выпуклой (33), как напр., линия ABCDE.

Многоугольник наз. правильным, если он ограничен правильной ломаной линией, т.е. имеет равные стороны и равные углы. Таковы, напр. квадрат, равносторонний треугольник и другие.
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Черт.189


Черт.190

Мы будем рассматривать только выпуклые правильные мн-ки.

Следующая теорема показывает, что выпуклые правильные многоугольники возможны с произвольным числом сторон (большим двух).

226. Теорема. Если окружность разделена на произвольное число равных частей (больше двух), то:

1. соединив хордами каждые две соседние точки деления, получим правильный вписанный многоугольник;

2. проведя через все точки деления касательные до взаимного пересечения, получим правильный описанный многоугольник.
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Черт. 191.

2. Чтобы доказать правильность описанного многоугольника MNPQRS рассмотрим тр-ки AMB, BNС и т.д.

У них основания AB, BC и т.д. равны.

Углы, прилежащие к основаниям , также равны потому что каждый из них имеет одинаковую меру (угол, составленный касательной и хордой, измеряется половиной дуги, заключенной внутри него).

Значит, все эти тр-ки равнобедренные и равны между собой, а потому

MN=NP, ...  и M=N=... , т.е. MNPQRS правильный. 

227. Замечание. Если возьмем середины дуг AB, BC, СD...(черт.191), то получим точки, которые делят окружность на столько же равных частей, на сколько она разделена в точках A, B, С...

Поэтому, если через эти середины проведем касательные до взаимного пересечения, то получим также правильный описанный многоугольник.

Стороны этого многоугольника параллельны сторонам вписанного мн-ка ABCDEF.

228. Теорема. Если многоугольник правильный, то

1. около него можно описать окружность;

2. в него можно вписать окружность;
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Черт. 192

Тогда KB пойдет по KС (вследствие равенства прямых углов при точке K),

точка B совпадет с С ( так как хорда BC делится в точке K пополам),

сторона BA пойдет по СD (вследствие равенства углов B и С) и, наконец,

точка A совпадет с D (вследствие равенства сторон BA и СD ).

Из этого следует, что OA = OD , т.е. точки A и D одинаково удалены от центра. Поэтому вершина D должна лежать на окружности, проходящей через A, B и С.

Точно так же докажем, что эта окружность, порходя через три соседние вершины B, С и D , пройдет через следующую вершину E и т.д.

2. Из доказанного следует, что стороны правильного мн-ка всегда можно рассматривать, как равные хорды одной окружности.

Но такие хорды одинаково удалены от центра. 

Значит , все перпендикуляры OM, ON... , опущенные из O на стороны многоугольника, равны между собой, и потому 

окружность описанная радиусом OM из центра O, будет вписанной в мн-к ABCDE.

229. Следствие. Из предыдущего видно, что две окружности : описанная около правильного мн-ка и вписанная в него, имеют один и тот же центр. 

Так как этот общий центр одинаково удален от всех вершин мн-ка, то он должен лежать на перпендикуляре, восставленном к любой стороне из ее середины, 

а будучи одинаково удален от сторон каждого угла, он должен находиться на его биссектрисе.

Поэтому, чтобы найти центр описанного или вписанного круга, достаточно определить точку пересечения

двух перпендикуляров, восставленных к сторонам из их середин, 


или 

двух биссектрис углов, 


или 

одного такого перпендикуляра с биссектрисой.

230. Определения. Общий центр окружностей, описанной около правильного мн-ка и вписанной в него, наз. центром этого многоугольника.

Радиус описанной окружности наз. радиусом многоугольника.

Радиус вписанной окружности наз апоaемой многоугольника.

Угол, составленный двумя радиусами, проведенными к концам какой-нибудь стороны правильного мн-ка, наз. центральным углом.

Таких углов в мн-ке столько, сколько сторон. Все они равны, как измеряющиеся равными дугами.

Так как сумма всех центральных углов равна 4d или 360(, то каждый из них равен 4d :n  или  360( :n  , где n означает число сторон многоугольника.

Так, центральный угол 

правильного 6-ти угольника равен 360 : 6 = 60(, 

правильного 8-ми угольника равен 360 : 8 = 45( и т.п.

231. Теорема. Правильные одноименные многоугольники подобны, и стороны их относятся, как радиусы или апофемы.
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Черт. 193.

1. Чтобы доказать подобие (черт 193) правильных одноименных мн-ков ABCDEF и A1B1С1D1E1F1 , достаточно обнаружить, что у них углы равны и стороны пропорциональны.

И действительно, углы равны, так как каждый из них содержит одно и то же число градусов, а именно 180(n-2)/n   (154, 1) , где n означает число сторон каждого мн-ка. Очевидно, что стороны мн-ка пропорциональны.

2. Пусть O и O1 (черт.193) будут центры данных мн-ков, OA и O1A1 их радиусы, OM и O1M1 - апоaемы.

Тр-ки OAB и O1A1B1 подобны, так как углы одного соответственно равны углам другого. Из их подобия следует:

	AB
A1B1
	=
	OA
O1A1
	=
	OM
O1M1
	(181) .


232.Следствие. Периметры правильных одноименных многоугольников относятся, как радиусы или апоaемы (189).

233. Задача. Вписать в данный круг квадрат и определить его сторону в зависимости от радиуса.
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Черт. 194

Четырехугольник ABСD правильный, потому что дуги AB, BC, СD и DA равны, как соответствующие равным центральным углам.

2. Из прямоугольного тр-ка AOB находим:

AB2 = AO2 + BO2 , т.е. AB2 = 2AO2
	откуда:
	AB
	=
	AO .
	   _
(2


Условимся обозначать через an численную величину стороны правильного вписанного мн-ка, имеющего n сторон, а через R радиус круга.

	Тогда выведенное равенство изобразится так:
	a4
	=
	R
	   _
(2


234. Задача. Вписать в данный круг правильный шестиугольник и определить его сторону в зависимости от радиуса .
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     Черт.195

Так как тр-к AOB равнобедренный (AO - OB), то углы A и B равны и каждый из них содержит по 1/2 (180( - 60() , т.е. по 60(.

Таким образом, тр-к AOB оказывается равноугольным и, следовательно, равносторонним, т.е. AB=AO=OB .

Итак, сторона правильного вписанного шестиугольника равна радиусу, что по принятому нами обозначению, можно выразить так:

a6 = R

Отсюда возникает весьма простой способ построения правильного вписанного шестиугольника (или деления окружности на 6 равных частей): дав циркулю раствор, равный радиусу, откладываем этим раствором по окружности, одну за другой, равные дуги и точки деления соединяем хордами.

235. Задача. Вписать в данный круг правильный треугольник и определить его сторону в зависимости от радиуса.
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Черт. 196

Но BD=2R и AD=R ( потому что дуга AD есть 1/6 часть окружности и, следовательно , хорда AD есть сторона правильного вписанного шестиугольника.

	Значит:                                        
	a3
	=
	  _______
((2R)2-R2
	=
	  ____
(3R2
	=
	R
	  __
(3


236. Задача. Вписать в данный круг правильный десятиугольник и определить его сторону в зависимости от радиуса.
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       Черт. 197.

Каждый из углов, образовавшихся при точке A , равен 36( , следовательно (AСO , имея два равных угла, есть равнобедренный, т.е. AС = СO .

(ABС также равнобедренный, потому что B= 72( и С = 180( - 72( - 36( = 72(.

Следовательно AB=AС=СO.

По свойству биссектрисы угла тр-ка (198) можем написать:

AO : AB = OС : СB

[1]

Заменив AO и AB равными им прямыми OИ и OС , получим:

OB : OС = OС : СB

[2]

Т.е. радиус OB разделен в точке С в среднем и крайнем отношении (222) , причем OС - его большая часть.

Но OС равна стороне правильного впмсанного десятиугольника. Значит:

сторона правильного вписанного десятиугольника равна большей части радиуса, разделенного в среднем и крайнем отношении.

Теперь задача решается легко:
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Черт. 198

2. Обозначив величину стороны правильного вписанного 10-тиугольника через x , мы можем пропорцию [2] переписать так:





R:x = x : (R-x)

откуда 


x2 + Rx - R2 = 0

Решив это квадратное уравнение, найдем:

	x
	=
	a10
	=
	R
	  __

(5   - 1
      2


237. Замечания. 

1. Формулы, выведенные нами в предыдущих задачах для a4, a6, a3, a10 , позволяют вычислить радиус описанного круга по данной стороне правильного многоугольника.

Так, из выражения, определяющего a10 , находим:
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2.Чтобы вписать в данный круг правильный пятиугольник, делят окружность на 10 равных частей (как указано выше) и точки деления соединяют через одну хордами.

238. Задача. Вписать в данный круг правильный пятнадцатиугольник.

Чтобы найти 1/15 часть окружности, достаточно из ее 1/6 части вычесть 1/10 . Это видно из следующего тождества:

	1
6
	-
	 1
10
	=
	 5
30
	-
	 3
30
	=
	 2
30
	=
	1
15
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Черт. 199.

Вычисление стороны СB можно выполнить, применяя теорему Птоломея (215) к четырехугольнику ABСD , в котором

	AС = a10 ,
	СB =a15 ,
	AВ = 2R ,
	AB = a6 = R,
	СВ =
	   ________
(4К2- a210  ,
	BD = a3    (так


как дуга BD равна 1/3 окружности).

Теорема Птоломея дает:

AB . СD = AD . СB + AС . BD

	т.е.
	R
	   _______
(4R2- a210  
	=
	2Ra15
	=
	2R . a15    +  a10  .   a3


Подставив вместо a10 и a3 их выражения, получим после упрощений:
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239. Задача. По данному радиусу круга и стороне правильного вписанного многоугольника вычислить сторону правильного одноименного описанного многоугольника.
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Черт. 200

	Откуда:
	MN
	=
	OB . AB
   OE
	=
	OB . AB
   _______        _
(OB2 + BE2


Обозначив MN, AB  и  OB соответственно через bn , an и  R и заметив, что

 BE = 1/2 AB , будем иметь:

[image: image73.png]b





Пример. Вычислим сторону правильного описанного 10 - угольника:
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240. Замечание. Формула, определяющая bn, позволяет вычислить an по данным bn и R . Для этого стоит только решить уравнение, принимая an за неизвестное:
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241. Задача. Удвоить число сторон правильного вписанного многоугольника.

В этом сокращенном выражении содержится собственно две задачи:

1. по данному правильному вписанному мн-ку построить другой многоугольник, вписанный в ту же окружность и имеющий вдвое больше сторон.

2. вычислить сторону этого мн-ка по данной стороне первого мн-ка и данному радиусу круга.
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Черт. 201

2. Из тр-ка AOС находим: (208) :

 AС2 = OA2 + OС2 - 2OС . OD

т.е.


 a22n = R2 + R2 – 2R . OD = 2R2 – 2R . OD

Из прямоугольного тр-ка AВO определяем катет OD :
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Такова формула удвоения числа сторон правильного вписанного многоугольника. ( Сложные радикалы, получаемые из формулы удвоения, могут быть преобразованы в сумму или разность двух простых радикалов (см. алгебра А.Киселева  ;217) напр., для a12 можно получить такое выражение
 a12 = 1/2 R ((6 - (2)  ).

Пример. Вычислить сторону прав. впис. 12 - угольника.
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242. На сколько равных частей можно делить окружность с помощью циркуля и линейки.
Применяя указанные в предыдущих задачах способы, мы можем с помощью циркуля и линейки делить окружность на такое число равных частей (и след., вписывать в окружность правильные многоугольники с таким числом сторон), которое заключается в следующих рядах:

	  3
	  3 .   2
	  3 .   2 .   2
	...
	вообще
	3 .   2n

	  4
	  4 .   2
	  4 .   2 .   2
	...
	вообще
	2 n

	  5
	  5 .   2
	  5 .   2 .   2
	...
	вообще
	5 .   2 n

	15
	15 .   2
	15 .   2 .   2
	...
	вообще
	3 .   5 .   2 n


Германский математик Гаусс (умерший в 1755 г.) доказал, что посредством циркуля и линейки можно делить окружность на такое число равных частей, которое, будучи простым, выражается формулой     2n + 1 .

Например, можно разделить окружность на 17 равных частей и на 257 равных частей , так как 17 и 257 - простые числа вида   2n + 1  (17 = 24 +1 ,  257 = 28 + 1 ).

Доказательство Гаусса выходит за пределы элементарной математики.

Доказано также, что с помощью линейки и циркуля окружность можно делить на такое составное число, в состав которого не входят никакие иные простые множители, кроме: 1) множители вида 2n + 1  и  2) множители 2 в какой угодно степени.

Напр., в окружность с помощью линейки и циркуля можно вписать правильный 170 - угольник (170 = 2. 5 . 17 ).

На всякое иное число равных частей окружность может быть разделена только приближенно.

243. Построение правильного многоугольника по данной стороне.
Для различных правильных многоугольников существуют различные способы. Но можно указать следующий общий способ.

Чертят окружность произвольного радиуса и вписывают в нее правильный мн-к с таким числом сторон, которое должно быть у искомого мн-ка.

Затем, на данной стороне строят мн-к, подобный вписанному (190).

____________

УПРАЖНЕНИЯ.

241. Составить формулу для стороны правильного вписанного 24-угольника.

242. Составить формулы для сторон правильных вписанных 8-угольников и 16-угольников.

243. Исходя из формулы удвоения, определить сторону правильного вписанного 5-угольника.

244. Составить формулы для сторон правильных описанных треугольника и шестиугольника.

245. Доказать, что если в прав. 5 угольнике проведем все диагонали, то они своим пересечением образуют внутренний прав. 5 - угольник.

246. Пусть AB, BC  и  СD  будут три последовательные стороны правильного мн-ка, имеющего центр в O. Если продолжить стороны AB  и  СD  до взаимного пересечения в точке E, то четырехугольник OAEС может быть вписан в окружность.

247. Доказать, что: 1, всякий вписанный равносторонний мн-к есть правильный. 2, равноугольный вписанный мн-к есть правильный, когда число сторон его нечетное. 3, всякий описанный равноугольный мн-к есть правильный. 4, описанный равносторонний мн-к есть правильный, когда число сторон его нечетное.

248. Доказать, что две диагонали правильного 5-угольника, не исходящие из одной вершины, пересекаются в среднем и крайнем отношении.

249. На данной стороне построить правильный 8-угольник.

250. На данной стороне построить правильный 10-угольник.

251. Срезать от данного квадрата углы так, чтобы образовался правильный 8-угольник.

252. В данный квадрат вписать равносторонний тр-к, помещая одну из его вершин или в вершине квадрата, или в середине какой-либо стороны.

253. Вписать в равносторонний тр-к другой равносторонний  тр-к, стороны которого были бы перпендикулярны к сторонам данного.

254. Построить углы:    в 18,   в 30,    в 75,    в 72    градуса.

___________________

Пусть в (ABС (черт.152) проведена прямая DE(( AС .





Требуется доказать, что (DBE подобен (ABС.





Стороны AB и BD не имеют общей меры 


(черт. 153).





Найдем приближенное значение каждого из отношений:





BD


BA  ,�
BE


BС�
и�
DE


AС�
�



с произвольной точностью 1/n .





Пусть ABC и A1B1C1 (черт. 154) будут два тр-ка, у которых:





A=A1,    B=B1    и, след.,    С= С1





Требуется доказать, что такие тр-ки подобны.





Пусть в тр-ках ABС  и  A1B1С1 дано (черт.155)





B�
=�
B1�
и�
AB


A1B1�
(�
BС


B1С1    [1]�
�



Требуется доказать, что такие тр-ки подобны.





Пусть в тр-ках ABС и A1B1С1  (черт. 156) дано:


AB


A1B1�
(�
BС


B1С1�
(�
AС


A1С1            [1]�
�



Требуется доказать, что такие тр-ки подобны.





Действительно, если тр-ки (черт.157) ABС и A1B1С1 подобны, то 





прямоугольные тр-ки BAD и B1A1D1 также подобны (A=A1 и D=D1).





Если точки O и O1 , P и P1 (черт.161) попарно сходственные, то прямые OP и O1P1 наз. сходственными линиями. 





Эти линии обладают следующим свойством.





Пусть AB и A1B1 (черт. 162) будут какие-нибудь две прямые, рассекаемые рядом параллельных прямых СС1, DD1, EE1, FF1 и т.д.





Требуется доказать, что отношение двух каких-нибудь отрезков прямой AB равно отношению соответствующих отрезков прямой A1B1 .





Пусть (черт. 163) стороны угла ABС пересекаются рядом параллельных прямых


 DD1, EE1, FF1 и т.д..





Требуется доказать, что отношение двух каких-нибудь отрезков стороны BС равно отношению соответствующих отрезков стороны BA.





Прямые ( OA,OB,OС . . . черт.164), исходящие из одной точки (O) и пересекаемые рядом параллельных прямых (AD, A1D1. . . ) ,





рассекаются ими на пропорциональные части (1) и 





сами делят эти параллельные на пропорциональные части (2).





Проведя  прямую AС под произвольным углом к AB, отложим на ней от точки A части, равные отрезкам m,n и p.





Точку F, составляющую конец p , соединяем с B и через точки деления проводим прямые параллельные BF.





Тогда AB разделится в точках D и E на части, пропорциональные m : n : p  (192).





На сторонах произвольного угла ABС откладываем части:





BD = a,  DE=b и  AF= с





Соединив затем D с F, проводим EG (( DF.





Отрезок FG будет искомый (192).





Через A и B проводим произвольные параллельные прямые и на них откладываем 





AC=m, BD=n и BE=n . 





Проведя затем CE и СD, получим две искомые точки : F и G .





Пусть AD (черт.170) есть перпендикуляр, опущенный из верщины прямого угла A на гипотенузу BС.





Требуется доказать следующие три пропорции:





Пусть A (черт. 171) есть произвольная точка окружности, описанной на диаметре BС.





Соединив концы диаметра с этой точкой, мы получим прямоугольный (ABС, у которого гипотенуза есть диаметр, а катеты - хорды.





Применяя доказанную выше теорему к этому тр-ку, приходим к следующему заключению:





На произвольной прямой (черт. 172) откладываем части AB=a  и  BC=b .





На AС как на диаметре описываем полуокружность.





Из B восставляем до пересечения с окружностью перпендикуляр BD.








На произвольной прямой (черт. 173.) откладываем части AB=A  и  AC=b .





На большей из этих частей описываем полуокружность.





Проведя к AB перпендикуляр СD , соединяем A с D.





Пусть ABС (черт. 174) есть прямоугольный треугольник и СD перпендикуляр, опущенный на гипотенузу из вершины прямого угла.





Тогда по доказанному выше можно написать:





Пусть BС - сторона тр-ка ABС (черт. 175 и черт. 176), лежащая против острого угла A , и 


BD - высота опущенная на какую-либо из остальных сторон, например, на AС (или на ее продолжение).





Пусть AB - сторона тр-ка ABC (черт. 175), лежащая против тупого угла С и BD высота, опущенная на какую-нибудь из остальных сторон.





Требуется доказать, что 





AB2 = AС2 + BС2 + 2AС. СD





Стороны (ABС (черт. 177а) равны: a= 4, b=3, c=5 . 





Так как  52= 42 + 32  , то угол С - прямой.





Стороны (ABС (черт. 177b) равны: a= 4, b=7, с= 8 . 





Так как  82 <  42 + 72  , то угол С - острый.








Стороны (ABC (черт. 177с) равны: a=5, b= 4, с= 8 . 





Так как  82 > 42 + 52  б то угол С - тупой.








Обозначим высоту (черт.178), опущенную на сторону а тр-ка ABС , через ha . 





Чтобы вычислить ее, предварительно из уравнения :





b2 = a2 + с2 – 2aс’





находим отрезок основания с’ :











Из вершины B  и  С  (черт.179) параллелограмма ABСD опустим на основание AD перпендикуляры BE  и  CF. 





Тогда из тр-ков ABD и AСD находим:





Пусть даны стороны тр-ка ABС (черт. 180) и требуется вычислить его медиану BD.





Для этого продолжим  ее на расстояние DE = BD и точку E соединим с A и С.





Тогда получим параллелограмм ABCE (99 , 2 ).





Применяя к нему предыдущую теорему, найдем:





BE2  =  2AB2 + 2BС2  - AС2





Обозначим стороны вписанного четырехугольника ABCD через a, b, с, d и его диагонали через x и y .





Проведем AK ( BС  и  СL ( AD.





Так как сумма противоположных углов вписанного четырехугольника равна 2d , то, если угол B острый, угол D должен быть тупым.





По двум сторонам a и b (черт. 182) треугольника ABC и радиусу R описанного круга вычислить третью сторону x треугольника.





Проведя диаметр СD и хорды AD и BD , получим вписанный четырехугольник ACBD , в котором 





Пусть через точку M (черт. 183) проведены две хорды AB и СD.





Требуется доказать, что





AM . MB = DM . MС





Пусть из точки M (черт. 184) проведены секущая MA и касательная MС.





Требуется доказать, что





MA . MB = MС2





Обозначим стороны тр-ка ABC (черт. 185) через a, b и с, высоту, опущенную на сторону a через ha , а радиус описанного круга через R.





Проведем диаметр AD и соединим D с B.





Тр-ки ABD и AEC подобны, потому что углы B и E прямые и D= С , как углы вписанные, опирающиеся на одну и ту же дугу.





Обозначим биссектрису угла A через ( (черт. 186). Продолжим ее до пересечения с описанной окружностью в точке E (эта точка лежит в середине дуги BС, так как углы BAE и EAС , по условию равны).





Тр-ки ABE и ADС подобны, потому что углы при точке A равны по условию и С=E , как углы вписанные, опирающиеся на одну и ту же дугу.





Из их подобия следует: с : ( = AE : b


откуда    bс = ( . AE  или  bc = ((( + DE) = (2 + ( . DE





Но ( . DE=BD . DС (218).


Поэтому bc= (2 + BD . DС		[2]











Так как





то





мы замечаем , что оно





Рассматривая отдельно выражение





прямую, выражаемую формулой





Делим (черт.187) данную прямую AB пополам в точке С.





Из конца B восставляем перпендикуляр BD и откладываем на нем BD=BC.





Соединив A с D, получим прямоугольный тр-к, у которого катет AB=a  , а другой катет BD = a/2 .





Следовательно его гипотенуза AD равна





Тогда отрезок AE будет равен





, т.е. будет равен x1 .





Подведя a под знак радикала, получим:





Многоугольник, изображенный на чертеже 189, есть выпуклый правильный пятиугольник.





Мн-к чертежа 190 также правильный пятиугольник, но не выпуклый (звездчатый).





Пусть окружность (черт. 191) разделена на несколько равных частей в точках A, B, С... и через эти точки проведены хорды AB, BС... и касательные MN,NP...





Тогда:


1. Мн-к ABCDEF правильный, потому что все его стороны равны (как хорды, стягивающие равные дуги) и все его углы равны ( как вписанные, опирающиеся на равные дуги).





1. Проведем окружность через какие-нибудь три соседние вершины A,B и С (черт.192) правильного мн-ка ABCDE и докажем, что она пройдет через следующую четвертую вершину D. 





Опустим из центра O перпендикуляр OK на хорду BС и соединим O с A и D.





Повернем четырехугольник ABKO вокруг стороны OK так, чтобы он совпал с четырехугольником ODCK.








1. Предположим, что AB (черт. 194) есть сторона квадрата вписанного в данный круг O.





Тогда дуга AB должна равнятся 1/4 окружности и угол AOB должен быть прямой.





Поэтому для построения вписанного квадрата достаточно провести два перпендикулярных диаметра AB и BD и концы их соединить хордами.





Предположим, что AB есть сторона правильного вписанного шестиугольника.





Тогда дуга AB должна быть 1/6 часть окружности и, следовательно угол AOB должен содержать 60(.





1. Чтобы разделить окружность на 3 равные части (черт.196) , делят ее сначала на 6 равных частей (как указано в предыдущей задаче) и затем соединяют по две части в одну.





2. Для определения стороны AB проведем диаметр BD и хорду AD. 





Тр-к ABD прямоугольный при вершине A. 





Поэтому�



AB�



=�
  _________


(BD2 - AD2�
�






Предварительно докажем одно важное свойство правильного десятиугольника.





Пусть хорда AB (черт 197) есть сторона такого мн-ка. 





Тогда угол AOB равен 36( , а каждый из углов A и B содержит по 1/2(180(-36() , т.е. по 72(.





Разделим угол A пополам прямой AС.





1. Делят радиус круга (напр., OA , черт. 198) 


в среднем и крайнем отношении (222).





Затем, дав циркулю раствор, равный большей части радиуса, откладывают им по окружности дуги, одну за другой, и точки деления соединяют хордами.





Поэтому если хорда AB (черт. 199) равна радиусу, а хорда AС - большей части радиуса, разделенного в среднем и крайнем отношении, то дуга СB должна быть 1/15 окружности, а хорда СB - сторона правильного вписанного 15 - угольника.





Пусть (черт. 200) ABCD... есть прав. вписанный мн-к, а MNP... одноименный прав. описанный мн-к (226).





Так как стороны правильных одноименных многоугольников относятся как их радиусы или апофемы (231) , то :





MN:AB = OB:OE





1. Пусть AB (черт. 201) есть сторона прав. впис. мн-ка, имеющего n сторон и O центр круга.





Проведем OС(AB и соединим A с С . 





Дуга AB делится в точке С пополам.





Следовательно хорда AС есть сторона прав. впис. мн-ка, имеющего 2n сторон.
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