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КНИГА 4.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИНЫ ОКРУЖНОСТИ И ЕЕ ЧАСТЕЙ.

____

ГЛАВА 1

Основные свойства пределов.

244. Величины постоянные и переменные.

Решая какой-либо вопрос, в который входят несколько величин, мы иногда предполагаем, что некоторые из этих величин сохраняют одно и то же неизменное значение, тогда как другие способны принимать бесчисленное множество различных значений.

Первые величины наз. постоянными, вторые переменными.

Так, рассматривая зависимость между длиной хорды и ее расстоянием от центра, мы считаем радиус круга величиной постоянной, а длину хорды и ее расстояние от центра - величинами переменными.

245. Переменные величины, стремящиеся к нулю.
Если переменная величина, изменяясь, делается меьнше какого угодно малого данного значения и при дальнейшем изменении постоянно остается меньше этого значения, то говорят, что эта переменная величина стремится к нулю.

Напр., если из одной точки окружности проведем касательную и секущую (см. черт.111) и затем станем вращать секущую вокруг точки касания так, чтобы вторая точка пересечения все ближе и ближе придвигалась к точке касания, то при этом угол, составленный касательной и секущей , стремится к нулю, потому что он может сделаться меньше какого угодно малого угла, напр. меньше угла в 1’ , и , при дальнейшем сближении точек пересечения, постоянно остается меньше этого угла.

Точно так же центральный угол правильного многоугольника, величина которого равна 4d/n , стремится к нулю, если n , т.е. число сторон этого мн-ка, неограниченно возрастает.

246. Переменные величины, стремящиеся к пределу.
Иногда случается, что переменная величина, изменяясь стремится к некоторому пределу.

Пределом переменной величины наз. такая постоянная величина, к которой переменная приближается так, что разность между ними стремится к нулю,

т.е. она делается и остается меньше всякого данного значения.

Приведем два примера переменных величин, стремящихся к пределам.
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Черт. 202.

Для первого примера рассмотрим (черт. 202) процесс измерения какой-нибудь длины A , несоизмеримой с единицей B.

Чтобы измерить такую длину (142, 2) , мы делим B на n равных частей и одну из них откладываем на A столько раз сколько можно.

Тогда мы получаем соизмеримую длину A1 , которая меньше A. Если же отложим 1/n долю B еще один раз, то получим другую соизмеримую длину A2 , которая больше A.

При этом каждая из разностей A - A1    и  A2  - A  меньше 1/n доли B.

Предположим теперь, что число n равных частей, на которое мы делим B , увеличивается неограниченно.

Тогда длины A1 и A2 становятся переменными. Каждая из них стремится к пределу A, т.к. разности между этой постоянной величиной и переменными A1 и A2 стремятся к нулю, т.е. делаются и остаются меньше какой угодно малой данной длины.

Из этого примера мы видим, что переменная, приближаясь к своему пределу, может быть или больше него, или меньше. Так, длина A1 постоянно меньше, чем A , а длина A2, наоборот , всегда больше A.

Для второго примера возьмем величину угла правильного многоугольника, имеющего n сторон. Эта величина равна:

	2d (n - 2 )
      n
	=
	2d
	-
	4d
 n


Предположим, что число сторон многоугольника неограниченно увеличивается.

Тогда, как видно из приведенной формулы, величина угла мн-ка, оставаясь всегда меньше 2d, все более и более приближается к 2d  так, что разность между ними, равная 4d/n , становится и остается меньше какого угодно малого угла.

Поэтому можно сказать, что угол прав. мн-ка, при неограниченном увеличении числа его сторон, имеет предел 2d.

Замечание. Из определения предела следует, что если a есть переменная величина, имеющая пределом постоянную величину A , то разность a - A может быть или положительной (когда a > A ) или отрицательной ( когда a < A ), но абсолютная величина этой разности должна стремиться к нулю, когда a стремится к A .

247. Переменные величины, увеличивающиеся беспредельно.
Если переменная величина, изменяясь, становится и остается больше какого угодно большего данного значения, то говорят, что она увеличивается беспредельно (или неограниченно).

Например, сумма углов выпуклого многоугольника, равная 2d (n - 2 ) , при неограниченном возрастании числа сторон, очевидно, увеличивается беспредельно.

Величины, увеличивающиеся беспредельно, принято в математике называть бесконечно большими , а величины, стремящиеся к нулю, - бесконечно малыми. В этой книге мы не будем однако употреблять этих терминов для избежания некоторой неясности предсталения в уме учащегося.

248. Теорема. Если две переменные величины, стремящиеся к пределам, при всех своих изменениях остаются равными между собой, то равны и их пределы.
Пусть a  и  b  две переменные величины, а A и B их пределы.

Предположим, что при всех последовательных изменениях переменные a и b всегда равны между собой.

Требуется доказать, что в таком случае A=B .

Предположим противное. Пусть , например, A >B . 

Тогда разность A - B должна равняться какой-нибудь постоянной величине, не равной нулю.

Обозначим эту разность через d.

Чтобы опровергнуть наше предложение, предположим, что a - A =x  и  b – B=y  т.е. что 

A= A +x   и   b=B+y ,

где x  и  y  - положительные и отрицательные величины, абсолютная величина которых стремится к нулю.

Так как, по условию, a=b , то значит:





A +x=B+y

откуда: 


A – B=y-x

т.е. 



d=y-x

Но это равенство невозможно, так как разность между величинами y и x , из которых каждое по абсолютной величине стремится к нулю, не может равняться постоянной величине d , не равной нулю.

Невозможность равенства доказывает невозможность допущения, что A >B . 

Так же докажем, что A не может быть меньше B.

Следовательно A =B .

249. Теорема. Если две переменные величины, стремящиеся к их пределам, при всех своих изменениях сохраняют одно и то же отношение, то в том же отношении находятся и их пределы.

Пусть a и b две переменные величины, а A  и  B  их пределы, и положим, что при всех изменениях величины a и b , постоянно удовлетворяют пропорции:

a:b=m:n

где ь и т какие-нибудь постоянные данные числа. 

Требуется доказать, что в таком случае и

A :B=m:n

Положим снова, что a=A+x  и  b=B+y  , где x  и  y, означающие разность между переменными и их пределами, должны быть положительными или отрицательными величинами, абс. величина которых стремится к нулю.

Подставив в данную пропорцию вместо a  и  b  суммы A +x  и  B+y , получим:





(A+x) : (B+y)

откуда 


An+nx=Bm+my

Так как абс. величина y стремится к нулю, то абс. величина ny стремится к нулю. (Мы принимаем без доказательства, что если в произведении один сомножитель постоянный, а другой стремится к нулю, то и произведение стремится к нулю).

Поэтому выражение An + nx представляет собой переменную величину, предел которой есть постоянная величина An.

Подобно этому, выражение Bm+my есть переменная величина, имеющая предел Bm .

Но если равны переменные, то должны быть равны и их пределы, значит:






An=Bm

Откуда 



A :B=m:n

250. Основное начало способа пределов.
Две предыдущие теоремы составляют частные случаи следующего важного предложения, которое мы примем без доказательства:

Если какое- либо равенство, содержащее переменные величины, остается верным при всех изменениях переменных, то оно остается верным и тогда, когда вместо переменных подставим их пределы.
Это предложение служит основанием для так называемого способа пределов, которым иногда пользуются для доказательства  некоторых геометрических истин.

251. Способ пределов.  Он состоит в следующем. 

Положим, что мы желаем найти зависимость между некоторыми постоянными величинами A  и  B , и допустим, что эту зависимость трудно (или даже невозможно) найти непосредственно.

Тогда задаемся вопросом: нельзя ли величины A и B рассматривать как пределы некоторых переменных величин a  и  b, и если возможно, то какова зависимость между a и b.

Положим, что эта зависимость выражается равенством 

A= 3b2   ,

которое остается верным при всех изменениях a и b.

В таком случае можем принять, что это равенство остается верным и тогда, когда вместо a и b подставим их пределы, т.е., что и 

A= 3B2
Таким образом зависимость между A и B мы найдем косвенным путем, отыскивая предварительно зависимость между переменными. 

_____________

ГЛАВА 2.

Вычисление длины окружности.

252. Предварительное разЪяснение.

Конечную прямую можно сравнивать с другой конечной прямой, принятой за единицу вследствие того, что прямые линии при наложении совмещаются.

Действительно, только по этой причине мы можем совершенно точно установить, какие прямые считать равными и неравными, что такое сумма прямых, какая прямая более другой в 2, 3, 4... раза и т.п.

Точно так же дуги  окружностей одинакового радиуса, можно сравнивать между собой вследствие того, что такие дуги при наложении совмещаются.

Но известно, что никакая часть окружности или какой бы то ни было другой кривой не может совместиться с прямой (107) .

Поэтому нельзя установить путем наложения, какой криволинейный отрезок следует считать равным данному прямолинейному отрезку, а следовательно и то, какой криволинейный отрезок больше данного прямолинейного в 2, 3, 4.. раза.

Таким образом появляется необходимость определить, что мы подразумеваем под длиной кривой линии, когда сравниваем ее с прямолинейным отрезком.

Следующее определение приводит понятие о длине кривой к более простому понятию о длине прямой.

253. Определение длины кривой.
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Черт. 203.

Впишем теперь другую ломаную, например, AEFGB , у которой стороны были бы меньше, чем у первой ломаной и, следовательно, число сторон больше.

Найдем ее периметр. Пусть это будет прямая P2.

Впишем далее третью ломаную, например, AHKMNB , у которой стороны были бы еще меньше, а число сторон еще больше, и найдем ее периметр. Пусть это будет P3.

Вообразим теперь, что мы продолжаем вписывать в данную кривую все новые и новые ломаные линии, у которых стороны неограниченно уменьшаются, и каждый раз находим их периметры.

Тогда получим бесконечный ряд периметров ( P1, P2, P3 ...). Можно доказать, что этот бесконечный ряд стремится к некоторому пределу (напр., к длине L ), вполне определенному для данной кривой.

Этот предел и принимают за длину кривой AB.

Таким образом, длиной конечной кривой называется предел, к которому стремится периметр ломаной линии, вписанной в эту кривую, когда стороны ломаной неограниченно уменьшаются.

254. Следствие 1. Отрезок прямой короче всякой линии, проведенной между его концами.

Что отрезок прямой короче всякой ломаной, проведенной между его концами, было доказано ранее (51) . Теперь можем доказать ту же истину в применении к кривой.
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Черт. 204

Т.е. что вместо ломаной AСB , состоящей из двух сторон, берется вписанная ломаная ADСEB , состоящая из 4-х сторон, затем вместо этой берется вписанная ломаная, состоящая из 8-ми сторон и т.д. без конца.

От этого периметр ломаной будет все увеличиваться (напр., AD+DС+СE+EB более AС+СB , потому что AD+ DС > AС  и СE+EB > СB ).

Значит предел, к которму стремится периметр, будет больше ломаной AСB , а потому и подавно, больше прямой AB.

Но предел периметра вписанной ломаной есть то, что называется длиной кривой.

Следовательно длина кривой AСB больше прямой AB.

Это доказательство остается в полной силе и тогда, когда кривая AСB не лежит всеми точками в одной плоскости. Таким образом, отрезок прямой, соединяющий 2 точки есть кратчайшее расстояние в пространстве между этими точками. Полное доказательство этого утверждения как для ломаной, так и для кривой линии может быть порведено в курсе стереометрии на основании теоремы, по которой через всякие три точки, не лежащие на одной прямой, можно провести плоскость и притом одну.

255. Следствие 2. Выпуклая линия короче всякой обЪемлющей ее линии.
Для ломаных линий это предложение было доказано ранее (52). Остается его доказать в применении к кривым.
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Черт. 206

Все ломаные, вписанные в AСB (или сама AСB , если она ломаная) меньше обЪемлющей ломаной AEFB (52).

Вследствие этого предел периметров вписанных ломаных, т.е. длина кривой AСB (или ломаной AСB ) не может быть больше ломаной AEFB.

Но эта ломаная короче кривой (или ломаной)  ADB (согласно следствию 1).

Значит длина линии AСB меньше длины линии ADB.

256. Длина окружности. Согласно данному выше определнию, 
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Черт.207

257. Сравнение длины окружности с периметрами вписанных и описанных многоугольников.
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Черт. 208.

С другой стороны, дуга ab, как выпуклая, меньше обЪемлющей ломаной

 aM + Nb ; дуга bс меньше bN+Nc и т.д.

Следовательно, сумма дуг ab+bc+cd+ ...  меньше суммы прямых

 aM+Mb+bN+Nc+ . . . , т.е.

окружность меньше периметра всякого описанного многоугольника.

Например,

окружность больше периметра правильного вписанного шестиугольника и меньше периметра описанного квадрата.

Значит, окружность больше 6-ти радиусов и меньше 8-ми радиусов (так как сторона прав. впис. шестиугольника равна радиусу, а сторона описанного квадрата диаметру).

Для более точного вычисления длины окружности в зависимости от радиуса, докажем следующую теорему.

258. Теорема. Окружности относятся, как их радиусы или диаметры.
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Черт. 209.

Впишем в данные окружности какие-нибудь правильные одноименные многоугольники (например, шестиугольники) и затем вообразим, что число их сторон неограниченно удваивается (т.е. вместо шестиугольников берутся 12-ти угольники, затем 24 - угольники и т.д. без конца).

Обозначим переменные периметры этих многоугольников через p и p1 .

Тогда будем иметь пропорцию (232) : 

p : p1  =  R : R1
Но если переменные величины сохраняют одно и то же отношение, то пределы их находятся в том же отношении (249).

Пределы же периметров p и p1  -  длины окружностей С и С1 . Значит:

С : С1 = R : R1
Умножив оба члена второго отношения на 2 , получим:

С : С1 = 2R : 2R1
259. Следствия.
1. Переставив в последней пропорции средние члены, получим:

С : 2R = С1 : 2R1
т.е. отношение одной окружности к своему диаметру равно отношению другой окружности к своему диаметру. 

Другими словами:

отношение окружности к своему диаметру есть число постоянное для всех окружностей.

Это число обозначают греческой буквой  ( .

2. Зная радиус и число ( , мы можем вычислить длину окружности из равенства:

С : 2R = (
откуда
С = 2(R

т.е. длина окружности равна произведению ее радиуса на удвоенное отношение окружности к диаметру.

260. Понятие о вычислении ( . Доказано, что отношение окружности к диаметру не может быть выражено точно ни целым, ни дробным числом. Но можно найти приближенное значение ( с какой угодно точностью. Укажем один из способов этого вычисления.

Если радиус примем за единицу длины, то длина окружности выразится числом 2(. Поэтому можно сказать, что ( есть длина полуокружности единичного радиуса.

Чтобы вычислить окружность с некоторым приближением, находят полупериметры правильных вписанных мн-ков, которые получают через удвоение какого-нибудь одного из них, например , шестиугольника.

Для этого предварительно находят длины сторон этих мн-ков, а затем полупериметры.

Обозначая по принятому , через an сторону правильного вписанного мн-ка, имеющего n сторон, будем иметь:

a6 = R = 1

Применяя формулу удвоения (241) , т.е.
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находим:
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После этого, пользуясь той же формулой последовательно вычисляем:

[image: image10.png]a2\ 1- 22 ata=2-d

]




Положим, что мы прекратили вычисление на 96 - угольнике. 

Чтобы получить его полупериметр, надо сторону умножить на 48. Сделав все упроещения и вычисления, найдем обозначая периметр буквой p с соответствующим знаком).

1/2 p96 = 3,1410319...

Если полупериметр 96 - угольника примем за длину полуокружности, то, конечно, сделаем некоторую погрешность. Чтобы судить о ее величине, вычислим еще полупериметр правильного описанного 96- угольника.

Для этого воспользуемся формулой, дающей выражение для стороны описанного мн-ка по стороне вписанного (239):
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отсюда:
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где P96 означает периметр описанного 96 - угольника. Подставив вместо

 1/2 p96 и a96 найденные прежде числа и сделав вычисления, найдем:

1/2 P96 = 3,1427146...

Полуокружность более полупериметра вписанного, но меньше полупериметра описанного 96-угольника (257).

Поэтому она отличается от каждого из этих полупериметров меньше, чем они разнятся между собой.

Сравнивая два числа, найденные для 1/2p96  и 1/2P96 , замечаем, что у них одинаковы целые, десятые и сотые доли.

Следовательно, разность между полупериметрами меньше 1/100.

Поэтому, если предположим, что ( = 3,14 , то сделаем ошибку, меньшую 0,01.

(Причем число 3,14 меньше точного значения ( , так как оно меньше 1/2 p96 и , следовательно меньше полуокружности.)

Если подобным образом продолжим вычисление до получения периметра мн-ка о 6144 сторонах, то получим следующее число (с недостатком) точное до одной миллионной:

( = 3,141 592

Для практических целей достаточно запомнить три или четыре цифры этого числа, а в случае особенной точности можно довольствоваться таким приближенным значением (с избытком) числа (, выраженным 5-ю цифрами:

( = 3,1416 .

Полезно также запомнить несколько цифр числа 

1/( = 0,318 3...

часто встречающегося при вычислениях.

261. Архимедово и Мециево отношения.
Архимед, знаменитый сиракузский геометр, живший в 3 веке до н.э. , нашел для ( весьма простое число 22/7 , т.е. 31/7 . Это число несколько более ( и разнится от него менее, чем на 2 тысячных.

Адриан Меций голландский геометр 16 столетия, дал для отношения окружности к диаметру число 355/113 , которое превосходит точное значение ( менее, чем на полумиллионную . Его легко запомнить по следующему правилу:

написав по 2 раза первые три нечетные цифры:

113 | 355

следует последние три взять числителем, а первые знаменателем.

Ученые позднейшего времени, пользуясь упрощенными способыми (которые указываются высшей математикой), вычислили ( с точностью, далеко превосходящей всякие практические требования (так , Шенкс в 1873 году нашел 707 десятичных знаков числа ().

Для запоминания довольно длинного ряда цифр, выражающего число ( , можно пользоваться следующим русским двустишием, придуманным И.И. Шенкором (двустишие записано по правилам старой русской грамматики, с твердыми знаками в конце слов; твердые знаки безусловно учитываются).

Кто и шутя, и скоро пожелаетЪ

Пи узнать число, ужЪ знаетЪ !

Если выписать в ряд число букв, заключенных в каждом слове, то получим для ( приближенное число (с избытком) 3,1415926536 , верное до одной половины десятибиллионной.

262. Длина дуги в n(. 
Так как длина всей окружности есть 2(R , то длина дуги в 1( равна

	2(R
360
	=
	(R

180


(Мы принимаем здесь без доказательства, что длина дуги окружности, определяемая как предел периметров вписанных линий, пропорциональна самой дуге (в частности ее градусному измерению). Доказательство этой истины см. 265 а).

Если дуга выражена в минутах (n’) или секундах (n’’), то длина ее определяется формулами:

	S1
	=
	     (Rn
180 . 60
	S11
	=
	          (Rn
180. 60 . 60


263. Задача. Вычислить с точностью до 1 миллиметра радиус такой окружности, дуга которой, содержащая 85(21’42’’ , равна 0,452 метра.

Обратив   85(21’42’’ , в секунды получим число 307302’’ .

	Из уравнения:
	0,452
	=
	(R . 307302
180 . 60 . 60


	находим:
	R
	=
	0,452 .180. 60 . 60
( . 307302
	= 0,303 (метра)


264. При доказательстве теоремы, указанной в конце 253 , мы будем основываться на следующих почти очевидных истинах:

1. Если переменная величина, изменяясь, все увеличивается, но при этом остается меньше некоторой постоянной величины, то она имеет предел.

2. Если переменная величина, изменяясь все уменьшается, но при этом остается больше некоторой постоянной величины, то она имеет предел.

3. Если разность двух переменных величин стремится к нулю, и одна из этих величин имеет предел, то другая имеет тот же предел.

265. Теорема. Периметр ломаной линии, вписанной в данную конечную кривую, стремится к пределу и притом единственному, когда стороны ломаной стремятся к нулю.

Если данная прямая не выпукла, мы можем разбить ее на части, из которых каждая выпукла. Поэтому теорему достаточно доказать только для выпуклой кривой.
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Черт. 210.

Условимся называть такую описанную линию соответственной для вписанной ломаной ABCD.

Доказательство наше будет состоять из трех частей:

1. Пусть p означает периметр какой угодно вписанной, а P периметр соответственной описанной линии.

Докажем, что разность P - p стремится к 0, когда стороны вписанной линии стремятся к 0.

Для этого предварительно найдем предел отношений P : p .

Из вершин описанной ломаной опустим перпендикуляры на стороны вписанной (черт.210). Тогда:




P = AK + KB + BL + LC + CM + MD




p = Ak + kB + Bl + lС + Сm + mD

Из алгебры известно, что величина дроби

	AK + KB + BL + LC + CM + MD    

Ak + kB + Bl + lС + Сm + mD
	т.е.
	P            [1]

p


заключается между меньшей и большей из дробей:

	AK   ,

Ak
	KB   ,

kB
	BL   ,

Bl
	...
	MD                  [2]

mD


Найдем предел , к которому стремятся эти дроби.

Когда стороны вписанной ломаной стремятся к 0 , стороны соответственной описанной линии также стремятся к 0.

Поэтому каждая из дробей ряда [2] представляется в пределе под видом 0/0 .

Чтобы раскрыть истинный смысл этой неопределенности, возьмем отдельно (черт. 211) какой-нибудь из прямоугольных тр-ков чертежа 210, например ( AKk .
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Черт. 211

Когда стороны вписанной ломаной стремятся к 0 , угол A , составленный касательной и хордой, стремится к 0  (130 , 245 ) . 

Следовательно, гипотенуза AB приближается как угодно близко к равенству с катетом AS и потому отношение AB : AS , а следовательно и отношение AK : Ak стремится к 1.

Так как это рассуждение можно применить ко всякому треугольнику чертежа 210, то, значит, каждая дробь из ряда [2] имеет пределом 1.

Следовательно, и дробь [1] имеет тот же предел.

Доказав это, возьмем разность P - p и представим ее так:
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Отношение P/p стремится к 1 . Следовательно разность P/p -1 стремится к 0.
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конечная (так как периметр p не может сделаться больше периметра любой описанной линии), также стремится к 0.

Значит то же самое можно сказать о разности P - p.

2. Докажем теперь, что периметр вписанной ломаной стремится к пределу при следующем частном законе вписывания.

Концы данной кривой соединим хордой. 

Из середины этой хорды восставим перпендикуляр до пересечения с кривой.

Соединив точку пересечения с концами хорды, получим первую ломаную о двух сторонах.

Из середин ее сторон восставим перпендикуляры до пересечения с кривой. 

Соединив точки пересечения с соседними вершинами первой ломаной, получим вторую ломаную с четырьмя сторонами.

Восставив из середин сторон этой ломаной перпендикуляры до пересечения с кривой и, соединив полученные точки с соседними вершинами второй ломаной, образуем третью ломаную с 8 -ю сторонами.

Вообразим, что по этому закону мы строим неограниченный ряд вписанных ломаных.

Тогда периметры этих линий будут все увеличиваться, оставаясь однако меньше периметра любой описанной линии.

Вследствие этого они стремятся к некоторому пределу. Обозначим этот предел через L.

Тот же предел имеет и периметр соответственной описанной ломаной, так как по доказанному, разность между этими периметрами стремится к 0.

3. Докажем, наконец, что к тому же пределу L стремится периметр вписанной ломаной, стороны которой уменьшаются по какому угодно  закону.

Пусть p1 есть переменный периметр такой вписанной линии, стороны которой стремятся к 0 по произвольному закону, а p периметр вписанной линии, образуемой по указанному выше частному  закону.

Положим еще, что P1 и P будут периметры соответственных описанных линий.

По доказанному в части 1 этого изложения разности

 P1 - p1  и P - p

стремятся к 0. Поэтому и сумма их должна стремиться к 0. Но эту сумму можно представить так:

(P1 – p) + (P - p1 )

Так как P1, p  и  P , p1 (53), то обе разности, стоящие внутри скобок, положительны.

Но сумма положительных слагаемых стремится к 0 только тогда, когда каждое слагаемое стремится к 0.

Следовательно разности P1 - p  и  P - p1 стремятся к 0.

Отсюда следует (264 . 3) :




пред. P1 = пред. p    и    пред. P = пред. p1
Но 




пред. p = пред. P =L

Следовательно 

пред. p1 = пред. P1 = пред. p = пред. P = L

т.е. этот предел существует и есть единственный для данной конечной кривой.

265а. Длина дуги окружности. Относительно дуг окружности докажем следующие теоремы:

1. Равные дуги, т.е. совмещающиеся при наложении, имеют и равные длины. 

Действительно, если дуги a и b совмещаются, то ломаные линии, вписываемые в них, можно брать совершенно одинаковыми, и тогда, очевидно, пределы их будут равны.

2. Сумма нескольких дуг имеет длину, равную сумме длин этих дуг.

Действительно, если дуги a и b две данные дуги и a+b их сумма (114) , то ломаную линию, вписываемую в a+b, мы можем брать такой, которая составлена из двух частей: ломаной вписанной в a, и ломаной, вписанной в b.

Тогда, очевидно, предел периметра ломаной, вписанной в a+b , будет равен сумме пределов ломаных, вписанных отдельно в a и в b.

Из этих двух теорем следует, что длина дуги в n( в n раз больше длины дуги в 1( (так как, дуга n( есть сумма n дуг в 1( каждая) и что вообще длины дуг окружности пропорциональны самим дугам.

______________

УПРАЖНЕНИЯ.

255. Доказать, что в двух кругах отношение центральных углов, соответствующим дугам, имеющим одинаковую длину, равно обратному отношению радиусов.

256. Как велика будет ошибка, если вместо полуокружности возьмем сумму сторон правильного вписанного иреугольника и стороны вписанного квдрата?

257. На окружности взята точка A и через нее проведены: диаметр AB, сторона правильного вписанного 6-угольника AС и касательная MN.

Из центра O опущен на AС перпендикуляр и продолжен до пересечения с касательной в точке D. От этой точки отложена по касательной (через точку A) прямая DE , равная 3 радиусам. Точка E соединена с концом диаметра B . Определить, как велика погрешность, если прямую BE возьмем за длину полуокружности.

Доказано, что посредством циркуля и линейки нет возможности построить такую конечную прямую, которая в точности равнялась бы длине окружности (задача о спрямлении окружности невозможна). Однако есть несколько способов для приближенного спрямления. В задачах 256 и 257 указаны два из этих способов. Последний из них, принадлежащий польскому иезуиту Коханскому (1683) , замечателен тем, что может быть выполнен одним раствором циркуля.

258. На диаметре данной полуокружности построены две равные полуокружности и в пространство, заключенное между тремя полуокружностями, вписан круг. Доказать, что диаметр этого круга относится к диаметру равных полуокружностей, как 2 : 3 .

259. Вычислить в градусах, минутах и секундах дугу, равную радиусу.

260.Вычислить длину одного градуса земного экватора, принимая радиус земли в 859 географических миль.

Пусть мы имеем (черт. 203) какую-нибудь конечную кривую AB.





Впишем в нее произвольную ломаную ACDB , концы которой совпадают с концами кривой.





Найдем периметр этой ломаной , т.е. сумму всех ее сторон.





Пусть это будет прямая P1 .





Пусть AB (черт. 204.) есть отрезок прямой, а ACB какая- нибудь кривая, проведенная между концами A и B.





Впишем в эту кривую произвольную ломаную, например, ACB , и затем вообразим, что число сторон этой ломаной неограниченно удваивается.





Пусть ACB (черт. 206) есть выпуклая кривая (или ломаная), а ADB какая - нибудь обЪемлющая линия (кривая или ломаная). 





Выберем такие точки E и F , чтобы ломаная AEFB не пересекалась с линией ACB.





за длину окружности принимают предел, к которому стремится периметр вписанного в эту окружность многоугольника, когда стороны его неограниченно уменьшаются, и следовательно , число сторон неограниченно увеличивается (черт. 207).








Пусть в данную окружность (черт. 208) вписан какой-нибудь многоугольник ABCD и описан какой-нибудь многоугольник MPQNR.





Тогда как дуга AB больше хорды AB , дуга BС больше хорды BС и т.д. , то





окружность больше периметра всякого вписанного многоугольника.





Пусть R и R1 (черт. 209) будут радиусы двух окружностей, а С и С1 их длины.





Требуется доказать, что: 





С : С1 = R : R1= 2R : 2R1











Пусть ABCD (черт.210) есть какая-нибудь ломаная, вписанная в конечную выпуклую кривую AD.





Проведем через все ее вершины касательные до взаимного пересечения.





Тогда получим ломаную AKLMD.





Продолжив сторону Ak , отложим на ней какую - нибудь постоянную длину AS и построим ( ABS , подобный ( AKk.





Тогда:


AK : Ak = AB : AK





, в котором множимое величина





Вследствие этого и произведение
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