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КНИГА 5.

ИЗМЕРЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ.

____

ГЛАВА 1.

Площади многоугольников.

266. Определение. Часть плоскости, ограниченная контуром многоугольника или вообще замкнутой фигуры, называется площадью этой фигуры.

Площадь фигуры мы можем рассматривать как величину, если примем следующие допущения:

1. Равные фигуры, т.е. совмещающиеся при наложении (напр. равные тр-ки), имеют равные площади, независимо от их положения.
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      Черт. 212

Сумме площадей, как всякой сумме, приписывают свойство переместительности, т.е. она не зависит от расположения слагаемых.

Из этих двух допущений следует:
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Черт. 212а.

в) Фигуры, площади которых можно рассматривать, как разности площадей равных фигур, имеют одинаковые площади. Мы вскоре встретим такой случай (275).

Две фигуры, хоть и не совмещающиеся, но имеющие равные по величине площади, называются равновеликими.

267. Единица площади. За единицу площадей, при их измерении, берут площадь такого квадрата, у которого сторона равна линейной единице. Так, употребительны квадратный метр, квадратный километр, квадратный сантиметр и т.п.

Измерение площадей только в редких случаях могло бы быть выполнено непосредственным наложением квадратной единицы. Большей частью площади приходится измерять косвенно, посредством измерения некоторых линий фигуры.

268. Основание и высота. Условимся одну из сторон треугольника или параллелограмма называть основанием этих фигур, а перпендикуляр, опущенный на эту сторону из вершины тр-ка или из какой-нибудь точки противоположной стороны параллелограмма, будем называть высотой.

В прямоугольнике за высоту можно взять сторону, перпендикулярную к той, которая принята за основание.

В трапеции основаниями называют обе параллельные стороны, а высотой - общий перпендикуляр между ними.

Основание и высота прямоугольника наз. его измерением.

269. Лемма 1. Площади двух прямоугольников, имеющих равные основания, относятся как их высоты.
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Черт. 213.

При доказательстве рассмотрим особо два случая.

1. Высоты соизмеримы. Найдя общую меру высот, отложим ее на каждой из них столько раз, сколько можно.

Пусть общая мера содержится m раз в AB и n раз в A1B1.

Проведем через точки деления прямые, параллельные основаниям.

Тогда площадь ABCD разделится на m равных частей, а площадь A1B1С1D1 на n таких же частей.

Поэтому

	   площ. ABCD
площ.A1B1С1D1
	=
	m
n
	и
	AB
A1B1
	=
	m
n


Следовательно

	площ. ABCD
площ.A1B1С1D1
	=
	AB
A1B1


2. Высоты несоизмеримы. 
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Черт. 214.

Тогда площадь A1B1С1D1 разделится на n таких равных частей, каких на площади ABCD содержится более m , но менее m+1 раз.

Поэтому

	прибл. отношение
	   площ. ABCD
площ.A1B1С1D1
	=
	m
n
	(
	до
	1
n
	)


	прибл. отношение
	 AB
A1B1
	=
	m
n
	(
	до
	1
n
	)


Таким образом, приближенные отношения, вычисленные с произвольной, но одинаковой точностью, оказываются равными. А в этом и состоит равенство несоизмеримых отношений (144).

270. Следствие. Площади двух прямоугольников, имеющих равные высоты, относятся как их основания, потому что в прямоугольниках основания могут быть приняты за высоты, а высоты за основания.

271. Лемма 2. Площади двух прямоугольников относятся как произведения оснований на высоты.
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Черт. 215.

Пусть ( черт. 215) P и Q - площади двух прямоугольников, b и b1 - их основания, h и h1 - высоты.

Требуется доказать, что 
P:Q = bh : b1h1
Возьмем вспомогательный прямоугольник, у которого основание равно b , а высота h1 . Обозначим его площадь через R . Тогда по предыдущей лемме будем иметь:

	P

R
	=
	h
h1
	и
	R
Q
	=
	b
b1


Перемножив эти равенства, получим     (после сокращения на R ):

	P
Q
	=
	  bh
b1h1



 272. Теорема.  Число, выражающее площадь прямоугольника в квадратных единицах, равно произведению чисел, выражающих его основание и высоту в соответствующих линейных единицах.

Это сокращенно выражается так: площадь прямоугольника равна произведению основания на высоту.

Доказываемую теорему можно рассматривать, как следствие предыдущей леммы. 
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Черт. 216.

Это равенство и есть то, которое требовалось доказать, так как P/Q  есть число, выражающее площадь прямоугольника в квадратных единицах, а отношения b/с  и  h/с есть числа, выражающие его основание и высоту в соответствующих линейных единицах.

Полагая      Q= 1  и  с = 1 , получим:







P = hb ,

где P, b,  и  h  есть числа, выражающие площадь, основание и высоту прямоугольника в соответствующих линейных единицах.

Замечание. Для случая, когда основание и высота прямоугольника соизмеримы с линейной единицей измерения, т.е. когда они выражаются целыми или дробными числами, теорему эту можно доказать очень наглядно, а именно так:
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Черт. 216а.
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Черт. 216 b.

Следовательно,

	Площ. прям.
	=
	8 . 15
   6
	=
	8  .  15
6      6
	=
	4  .   5
3      2
	(квадр. ед.)


273. Следствие. Площадь квадрата равна квадрату его стороны.

274. Замечание. В последующих теоремах мы будем сокращенно говорить: “площадь равна произведению таких-то линий” , подразумевая под этим, что число, выражающее площадь в квадратных единицах, равно произведению чисел , выражающих такие-то линии в соответствующих линейных единицах. 

275. Теорема. Площадь параллелограмма (ABCD, черт. 217) равна произведению основания на высоту.
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Черт. 217.

Прямоугольник AEFD получится, если от того же четырехугольника AECD отделим ( DFС.

Отделяемые треугольники равны, потому что они прямоугольны и

 AE = DF, AB=DС (как противоположные стороны параллелограммов).

Из этого следует, что параллелограмм ABCD равновелик прямоугольнику AEFD (так как площади этих фигур представляют собой разности площадей равных фигур (266 b).

Но площадь AEFD равна bh. Следовательно, и площадь ABCD равна bh.

276. Теорема. Площадь треугольника (ABC, черт. 218) равна половине произведения основания на высоту.
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Черт. 218.

Следовательно, 

площадь ( ABC = 1/2 bh
277. Следствия. 

1. Треугольники с равными основаниями и равными высотами равновелики.
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Черт. 219.

2. Площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения его катетов,  потому что один катет можно взять за основание, а другой за высоту.

3. Площадь ромба равна половине произведения его диагоналей.
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Черт. 219 а

4. Площади треугольников относятся, как произведения оснований на высоты (множители 1/2 сокращаются) .

278. Теорема. Площадь S треугольника в зависимости от его сторон a, b и с выражается формулой:
	S
	=
	  _____________

(p(p-a)(p-b)(p-c)


где p есть полупериметр треугольника, т.е.

	p
	=
	1
2
	(a+b+с)
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Черт. 220

Из ( ABD находим:
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Преобразуем подкоренную величину так:

	(2aс)2–( a2 + с2 - b2  )2
	=
	(2aс + a2 + с2 - b2 )(2aс - a2 - с2 + b2 )  =

	
	=
	[( a2 + с2 + 2aс ) - b2 ][b2 – ( a2 + с2 - 2aс )]  =

	
	=
	[( a+ с )2 - b2 ] [b2 – ( a - с )2 ]  =

	
	=
	(a + с + b)(a + с - b)(b + a - с)(b - a + с)


Eсли положим, что (a + b + с ) = 2p , то




a + с - b = ( a + b + с ) – 2b= 2p – 2b= 2(p -b)

Подобно этому:
b + a - с = 2(p - с )




b + с - a = 2(p - a )

Поэтому подкоренную величину можно представить так:




16p(p - a)(p - b)(p - с)

Следовательно,

	рa
	=
	2
a
	   _____________

( p(p -a)(p -b)(p -с)




и 


S = 1/2 aрa =  ( p(p - a)(p - b)(p - с)

Частный случай. Площадь равностороннего треугольника со стороной a выражается следующей формулой:
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279. Задача. 
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Черт. 221.

Поэтому BE найдется по формуле, определяющей сторону правильного вписанного 10-угольника (236).

Определив высоту, найдем затем площадь тр-ка по формуле 
S = 1/2  bh.

280. Теорема. Площадь трапеции равна произведению полусуммы оснований на высоту.
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Черт. 222.

281. Следствие. Если MN (черт.222) есть средняя линия трапеции, то как известно (103):

MN = 1/2 (AD+BС)

Поэтому 


площ. ABCD = MN . h

т.е. площадь трапеции равна произведению средней линии на высоту.

282. Теорема. Площадь всякого описанного многоугольника равна произведению периметра на половину радиуса.
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Черт. 223.

площ. AOB = AB . 1/2 R


площ. AOE = AE . 1/2 R   и т.д.

След., 

площ. ABCDE = (AB + BС + СD + DE + EA) . 1/2 R

283. Следствие. Площадь правильного многоугольника равна произведению периметра на половину апофемы, потому что всякий правильный многоугольник можно рассматривать, как описанный около круга, у которого радиус есть апофема.

284. Задача. 
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Черт. 224.

Eсли от данного многоугольника отделим тр-к СBA и вместо него приложим равновеликий ему тр-к СFA, то величина площади не изменится. 

Следовательно данный пятиугольник равновелик четырехугольнику FCDE. Таким же приемом можно превратить этот четырехугольник в равновеликий треугольник (FCG ).

285. Задача. Превратить многоугольник в равновеликий квадрат.

Сначала превращают многоугольник в равновеликий треугольник, а затем этот треугольник в квадрат.

Пусть основание и высота треугольника будет b и h , а сторона искомого квадрата x.

Тогда площадь первого равна 1/2 bh, а второго x2.

Следовательно, 1/2 bh=x2 , откуда 1/2 b:x=x:h

т.е. x - средняя пропорциональная между 1/2b и h . 

Таким образом сторону квадрата можно построить способом, указанным раньше (203) для нахождения средней пропорциональной.

Заметим, что предварительное превращение данного многоугольника в треугольник не всегда необходимо. 

Напр., если речь идет о превращении в квадрат данной трапеции, то достаточно найти среднюю пропорциональную между высотой трапеции и ее средней линией и на полученной прямой построить квадрат.

____________

ГЛАВА 2.

Теорема Пифагора и основанные на ней задачи.

286. Теорема. Сумма квадратов, построенных на катетах прямоугольного треугольника, равна квадрату, построенному на гипотенузе.

Это предложение, известное под названием теоремы Пифагора имеет многочисленные доказательства. Приведем простейшие из них.


Первое доказательство. 
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Черт. 225.

Тр-к DCB , имеющий основание BD , общее с квадратом BDEA , а высоту CN , равную высоте AB этого квадрата равновелик половине его.

Тр-к ABH, имеющий основание BH , общее с прямоугольником BLMH , и высоту AP, равную высоте BL этого прямоугольника, равновелик половине его.

Сравнивая эти два треугольника между собой, находим, что у них BD=BA и BС = BH (как стороны квадрата).

Сверх того (DBС = (ABH , так как каждый из этих углов состоит из общей части ABC и прямого угла.

Значит, треугольники ABH и BDС равны.

Отсюда следует, что прямоугольник BLMH равновелик квадрату BDEA.

Соединив G с B и A с K , мы совершенно так же докажем, что прямоугольник BKCM равновелик квадрату AFGB.

Отсюда следует, что квадрат BCKM равновелик сумме квадратов BDEA и AFGС.

Второе доказательство. 

Пусть с, a и b означают числа, выражающие гипотенузу и катеты прямоугольного треугольника в одной и той же линейной единице. Тогда, как мы видели раньше между этими числами существует такая зависимость:

с2 = a2 + b2 

Но с2, a2 и b2 есть числа, измеряющие площади квадратов, стороны которых

 c, a и b .

Поэтому из написанного равенства следует, что квадрат, построенный на гипотенузе, равновелик сумме квадратов , построенных на катетах.

Пифагоровы треугольники.

Пифагоровыми треугольниками наз. такие прямоугольные треугольники, стороны которых, измеренные одной и той же единицей, выражаются целыми числами. Таких треугольников  существует бесчисленное множество. Прстейший из них есть тот (известный еще с глубокой древности) , у которого стороны выражаются числами: 3 , 4 и 5 (32 + 42 = 52 ).

Доказано, что вообще стороны пифагоровых тр-ков могут быть выражены следующими формулами:

катеты:  
x=ab  и  y= (a2 - b2)/2

гипотенуза 
z= (a2 + b2 )/2

где a и b есть произвольные нечетные целые числа, не имеющие общих множителей.

287. Задачи. Построить квадрат, равновеликий : 1. сумме , 2. разности двух данных квадратов.

1. Строим прямоугольный треугольник, у которого катетами были бы стороны данных квадратов. Квадрат, построенный на гипотенузе этого треугольника, равновелик сумме данных квадратов.

2. Строим прямоугольный треугольник, у которого гипотенуза была бы сторона большего из данных квадратов, а катетом сторона меньшего квадрата. Квадрат, построенный на другом катете этого треугольника, равновелик разности данных квадратов.

288. Задача. Построить квадрат, площадь которого относилась бы к площади данного квадрата , как m:n .
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Черт. 226.

На катете DС этого треугольника отложим отрезок DE, равный стороне данного квадрата, и проведем EF(( СA .

Прямая DF есть сторона искомого квадрата, потому что 

DF:DE= AD:DС
и, след.,


 DF2 : DE2 = AD2 : DС2 = m:n

____________

ГЛАВА 3.

Отношение площадей подобных фигур.

289. Теорема. Площади подобных треугольников, имеющих по равному углу, относятся, как произведения сторон, заключающих эти углы.
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Черт. 227.

	площ. ABC
площ. A1B1С1
	=
	AС . BD
A1С1 . B1D1
	=
	AС  .  BD

A1С1  B1D1


Тр-ки ABD и A1B1D1 подобны (A=A1  и  D=D1 )

Поэтому отношение BD:B1D1 равно отношению AB:A1B1.

Заменив первое вторым, получим:

	площ. ABC
площ. A1B1С1
	=
	AС  .    AB 
A1С1   A1B1 
	=
	AС  .  AB 

A1С1 . A1B1 


290. Замечание. Предлагаем самим учащимся доказать, что если у двух треугольников, ABC  и  A1B1С2 (черт. 227) углы A и A1 не равны, но составляют в сумме 2d , то площади таких тр-ков также относятся как произведения сторон, заключающих углы A и A1 .

291. Площади подобных треугольников или многоугольников относятся, как квадраты сходственных сторон.
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Черт. 227 а
	площ. ABC
площ. A1B1С1
	=
	AB  .  AС 

A1B1 . A1С1
	=
	AB  .    AС            [1]

A1B1   A1С1


Но из подобия треугольников следует:

	 AB 
A1B1 
	=
	AС    
A1С1    
	=
	BС               [2]
B1С1  


	Поэтому в равенстве [1] мы можем каждое из отношений
	 AB     и
A1B1
	AС    
A1С1    


заменить любым отношением ряда [2] . 

Следовательно,
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2. 
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Черт. 228.

Пусть эти треугольники будут: ABO и A1B1O1 , AOE и  A1O1E1 и т.д.

Согласно доказанному в первой части этой теоремы, мы получим пропорцию:

[image: image26.png]3 nrow. BOC

Daow. 450, . (45 Y

ARG ABiO, ARG BiOCy

Ho U2 MOAGBMA MHOOYFOABHHKOS SASAYET:

G- (8- (8 -

(5





	Значит:
	площ.ABO
площ.A1B1O1
	=
	площ.BOС
площ.B1O1С1
	=
	площ.СOD
площ.С1O1D1
	= ...


Откуда:

	пл. AOB   +пл. BOС   +пл.СOD+..
пл.A1O1B1+пл.B1O1С1+пл.С1O1D1+...
	=
	пл.AOB
пл.A1O1B1
	=
	  AB2
A1B12


292. Следствие. Площади правильных одноименных многоугольников относятся, как квадраты сторон, или квадраты радиусов, или квадраты апофем (231).

293. Задача. Разделить данный треугольник на ь равновеликих частей прямыми, параллельными его стороне.
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Черт. 229.

Очевидно, что если мы найдем отрезки BE и BG , то затем определятся и прямые DE и FG.

Тр-ки BDE, BFG и BAС подобны, поэтому:

	площ.BDE
площ.BAС
	=
	BE2
BС2
	и
	площ.BFG
площ. BAС
	=
	BG2
BС2



Но из требования задачи видно, что:

	площ.BDE
площ.BAС
	=
	1
3
	и
	площ.BFG
площ. BAС
	=
	2

3


Следовательно:

	BE2
BС2
	=
	1
3
	и
	BG2
BС2
	=
	2

3


Откуда:
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Из этих выражений видим, что BE есть средняя пропорциональная между BС и 1/3 BС  , а BG есть средняя пропорциональная между BС и 2/3 BС (224, 4).

Поэтому построение можно выполнить так:

Разделим BС на три равные части в точках a и b.

Опишем на BС полуокружность.

Из a и b восставим к BС перпендикуляры aH и bK .

Хорды HB и BK будут искомыми средними пропорциональными: 

первая между всем диаметром BС и его третьей частью Ba ,

вторая между BС и Bb , т.е. между BС и 2/3 BС (202).

Остается отложить эти хорды на BС от точки B.

Тогда получим искомые точки E и G.

Подобным образом можно разделить тр-к на какое угодно иное число равновеликих частей.

__________

ГЛАВА 4.

Площадь круга и его частей.
294. Лемма. При неограниченном удвоении числа сторон правильного многоугольника, вписанного в данную окружность:

1. сторона этого многоугольника стремится к нулю;

2. разность между радиусом окружности и апофемой многоугольника стремится к нулю.

1. Обозначим периметр правильного многоугольника через p , а число его сторон через n , тогда длина одной стороны этого многоугольника выразится дробью p/n.

При неограниченном удвоении числа сторон этого многоугольника знаменатель дроби p/n будет возрастать беспредельно, а числитель хотя и будет возрастать, но не беспредельно, так как периметр вписанного многоугольника всегда меньше периметра любого описанного многоугольника (напр., описанного квадрата).

Если же в дроби знаменатель увеличивается беспредельно, а числитель хотя и увеличивается, но остается меньше некоторой постоянной величины то, как известно из алгебры, эта дробь может стать менее любой данной величины.

Значит, при неограниченном удвоении числа сторон вписанного правильного многоугольника его сторона, равная дроби p/n , стремится к 0 .
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Черт. 230.

Но при неограниченном удвоении числа сторон правильного вписанного многоугольника сторона его, как мы видели, стремится к нулю, поэтому разность между радиусом и апофемой и подавно стремится к нулю.

295. Лемма. Площадь круга есть общий предел площадей правильных вписанных в этот круг и описанных около него многоугольников при неограниченном удвоении числа их сторон.
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Черт. 231.

При удвоении числа сторон обоих многоугольников площади их Q и q делаются величинами переменными (причем, очевидно, Q уменьшается, а q увеличивается).

Мы должны доказать, что постоянная величина K служит при этом общим пределом Q  и  q . 

 Другими словами, мы должны доказать, что каждая из разностей:

Q - K  и  K - q

стремится при этом к нулю.

Для этого возьмем третью вспомогательную разность Q - q

Так как Q , K , q , то эта разность, конечно, больше каждой из двух первых разностей. Мы докажем, что даже и эта, большая разность стремится к нулю.

Обозначив апофемы описанного и вписанного многоугольников через R  и  a , будем иметь (292) :

	Q
q
	=
	R2
a2


Составим из этой пропорции производную (разность членов первого отношения относится так к предыдущему члену этого отношения, как ...):

	Q - q
  Q
	=
	R2 - a2
   R2


Откуда: 

(Q - q ) R2 = Q( R2 - a2 )

или 


(Q - q ) R2 = Q ( R + a) ( R - a)

Так как при неограниченном удвоении числа сторон многоугольников разность 
R - a, по доказанному в предыдущей лемме, стремится к нулю, а сомножители  Q и R + a не увеличиваются беспредельно, то правая часть последнего равенcтва (а след. и левая часть) стремится к нулю.

Но произведение (Q - q) R2 может стремится к нулю только тогда, когда сомножитель Q - q стремится к нулю (так как другой сомножитель R2 есть число постоянное).

Если же разность Q - q стремится к нулю, то и подавно, то же самое можно сказать о меньших разностях Q - K и K - q .

Из этого следует, что  
K= пред. Q = пред. q

Замечание. Доказанная лемма представляет собой частный случай более общей истины: площадь круга есть общий предел площадей вписанных в этот круг и описанных около него многоугольников (каких угодно, а не только правильных) при неограниченном уменьшении их сторон.

Мы ограничиваемся частным случаем только ради простоты доказательства.

296. Площадь круга равна произведению длины окружности на половину радиуса.

Пусть R, K и С означают радиус, площадь и длину данной окружности, а Q и P - площадь и периметр какого-нибудь правильного описанного многоугольника. Тогда можем написать (283):

	Q
	=
	P  .
	1
2
	R
	и след.
	Q
P
	=
	1

2
	R         [1]


Вообразим теперь, что число сторон описанного многоугольника неограниченно удваивается. Тогда величины Q и P делаются переменными, причем первая имеет пределом площадь круга K, а вторая - длину окружности С.

Так как, согласно равенству [1] , эти переменные при всех своих изменениях сохраняют одно и то же отношение, то в том же отношении должны находиться и их пределы (249). 

Следовательно:

	K
С
	=
	1
2
	R
	откуда:
	K
	= С .
	1

2
	R           


Подставив вместо С выражение 2(R (259 2), получим:

K= (R2

Т.е. площадь круга равна произведению квадрата радиуса на отношение окружности к диаметру.

Следствие. 
Площади кругов относятся, как квадраты радиусов или диаметров.

Действительно, если K и K1 будут площади двух кругов, а R и R1  их радиусы, то: 





K = (R2  и  K1 = (R12

	Откуда
	K
K1
	=
	(R2
(R12
	=
	R2
R12
	=
	4R2
4R12
	=
	(2(R)2

(2(R1)2


297. Задача 1. Вычислить площадь круга, окружность которого равна 2 метрам.

Для этого предварительно находим радиус R из уравнения:

2(R = 2 , откуда R = 1/(
Затем определим площадь круга:

K = (R2 = ( (1/()2 = 1/( = 0,3183   м2

Задача 2. Построить квадрат, равновеликий данному кругу.

Эта задача, известная под названием квадратуры круга, не может быть решена при помощи циркуля и линейки.

Действительно, если обозначим через ч сторону искомого квадрата, а через R радиус круга, то получим уравнение:





x2 = (R2    откуда    (R : x = x : R

т.е. x есть средняя пропорциональная между полуокружностью и радиусом.

След., если известна прямая, длина которой равна полуокружности, то легко построить квадрат, равновеликий данному кругу, и обратно: если известна сторона квадрата, равновеликого кругу, то можно было бы построить прямую, равную по длине полуокружности.

Но доказано, что с помощью циркуля и линейки нельзя построить прямую, которая в точности равнялась бы длине полуокружности.

Следовательно, нельзя в точности решить задачу о превращении круга в квадрат. Приближенное же решение можно выполнить, если предварительно найти приближенную длину полуокружности и затем построить среднюю пропорциональную между этой длиной и радиусом.

298. Теорема. Площадь сектора равна произведению его дуги на половину радиуса.
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    Черт. 232

Следовательно, площадь S сектора, дуга которого содержит n( , равна

	S
	=
	(R2n
360
	=
	(Rn . R
180    2


	Так как 
	(Rn
180
	выражает длину дуги AB , то обозначив ее через s , получим:


	S
	=
	s .
	R
 2


299. Задача. Вычислить площадь сегмента, зная радиус круга и число градусов, заключающееся в дуге сегмента.
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     Черт. 233.

Следовательно, 
плошадь сегмента = 1/2 R( s - AС)

Таким образом вопрос сводится к вычислению высоты AС. Геометрически ее можно вычислить только в некоторых частных случаях следующим способом.

Продолжив AС до пересечения с окружностью в точке D , мы увидим, что AС = СD  и (AB = (BD .

Значит, AС есть половина хорды, стягивающей дугу, вдвое большую дуги сегмента.

Отсюда заключаем, что если хорда, стягивающая двойную дугу, будет стороной такого правильного вписанного многоугольника, для которого мы знаем формулу его стороны, то высота AС определится геометрически.

Например, пусть дуга сегмента содержит 60( . Тогда AD есть сторона правильного вписанного треугольника.

Значит, 


AС = 1/2 R (3.

Дуга AB в этом случае равна 1/6 окружности, т.е. 1/3 (R. Поэтому:

	площ. сегмента
	=
	1
2
	R
	(
	(R
  3
	-
	     _

R(3

2
	)
	=
	 1   .
 12
	R2(2( - 3(3 )


300. Теорема. Сумма площадей подобных многоугольников (или кругов), построенных на катетах прямоугольного треугольника, равна площади подобного многоугольника (или круга), построенного на гипотенузе, если катеты и гипотенуза служат сходственными сторонами этих многоугольников (или диаметрами кругов).
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Черт. 234.

Сложив эти равенства, найдем:

	Q + R
   S
	=
	AB2 + BС2
    AС2


Но AB2 + BС2 = AС2  (204). 

Поэтому:



Q + R = S

301. Следствие. Если на сторонах прямоугольного треугольника ABC (черт. 235) построим полукруги, расположенные в одну сторону, то сумма образовавшихся при этом фигур AMBP и BNСQ равна площади треугольника.
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Черт. 235

Фигуры AMBP  и  BNСQ известны под названием Гиппократовых луночек.

Когда треугольник равнобедренный, то обе луночки одинаковы и каждая из них равновелика половине треугольника.

_____________________

ГЛАВА 5.

Соотношения между сторонами треугольника и радиусами вписанного и описанного кругов.

302. По первой теореме 220 мы имеем: bс = 2Rha , где b и с есть две стороны треугольника, ha - высота, опущенная на третью сторону треугольника, и R - радиус описанного круга. 

Из этого равенства выводим:

	R
	=
	bс
2ha


Исключим из этой формулы высоту ha : для этого умножим числитель и знаменатель дроби на   a.

Тогда, заменив произведение ha a удвоенной площадью треугольника (которую обозначим S),  получим:
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где  
p = 1/2 ( a + b + с )
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    Черт. 236.

Отсюда:
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Черт. 237.

Откуда:

	(a
	=
	   2 S
b+с-a
	=
	    2S
2(p-a)
	=
	 S
p-a


Подобно этому найдем:

	(b
	=
	  S
p-b
	и
	(с
	=
	 S
p-с


Между четырьмя радиусами r, (a, (b  и  (с существуют некоторые зависимости.

Укажем простейшую из них:

	1
(a
	+
	1
(b
	+
	1

(с
	=
	3p-a-b-с
      S
	=
	3p-2p
    S
	=
	p
s


	Но
	p
s
	=
	1
r
	след.,
	1
(a
	+
	1
(b
	+
	1

(с
	=
	1
r


_______________________

УПРАЖНЕНИЯ.

Доказать теоремы.
261. В параллелограмме расстояния какой-нибудь точки диагонали от двух прилежащих сторон обратно пропорциональны этим сторонам.

262. Площадь трапеции равна произведению одной из непараллельных сторон на перпендикуляр, опущенный из середины другой непараллельной стороны на первую.

263. Два четырехугольника равновелики, если у них равны соответственно диагонали и угол между ними.

264. Если площади двух треугольников, прилежащих к основаниям трапеции и образуемых от пересечения ее диагоналей, равны соответственно p2 и q2, то площадь всей трапеции равна (p+q)2.

265. Площадь правильного вписанного шестиугольника равна 3/4 площади правильного описанного шестиугольника.

266. В четырехугольнике ABCD через середину диагонали BD проведена прямая, параллельная другой диагонали AС. Эта прямая пересекает сторону AВ в точке E. Доказать, что прямая СE делит четырехугольник пополам.

267. Если медианы треугольника взять за стороны другого треугольника, то площадь последнего равна 3/4 площади первого.

268. В круге с центром O проведена хорда AB. На радиусе OA , как на диаметре, описана окружность. Доказать, что площади двух сегментов, отсекаемых хордой AB от обоих кругов, относятся как 4:1 .

Задачи на вычисление.
269. Вычислить площадь прямоугольной трапеции, у которой один из углов равен 60( , зная или оба основания, или одно основание и высоту, или одно основание и боковую сторону, наклонную к основанию.

270. Вычислить площадь равностороннего треугольника, зная его высоту h.

271. Даны основания трапеции B и b и ее высота H. Вычислить высоту треугольника, образованного продолжением непараллельных сторон трапеции до взаимного пересечения.

272. Составить формулу для площади правильного вписанного 12 - угольника в зависимости от радиуса круга.

273. В треугольник вписан другой треугольник, вершины которого делят пополам стороны первого треугольника. В другой треугольник вписан подобным же образом третий тр-к. В третий - четвертый и т.д. без конца. Найти предел суммы площадей этих треугольников.

274. В данном треугольнике известны стороны a,  b, и с. Из середин этих сторон восставлены перпендикуляры x, y  и  z до взаимного пересечения в центре описанного круга. Найти в зависимости от a, b и с величины x, y и z и радиус R описанного круга (Указание: пользуясь теоремой Птоломея (215), можно вывести уравнения bz+сy=aR  ,  сx+az=bR ,  ay+bx=сR  и  ax+by+сz=2S , где S есть площадь треугольника).

Задачи на построение.
275. Разделить треугольник прямыми, проходящими через его вершину, на три части, площади которых относились бы , как  m:n:p .

276. Разделить тр-к пополам прямой, проходящей через данную точку его стороны.

277. Найти внутри тр-ка такую точку, чтобы прямые, соединяющие ее с вершинами тр-ка, делили его на три равновеликие части.

278. - то же - на три части в отношении 2:3:4 (или вообще m:n:p).

279. Разделить параллелограмм на три равновеликие части прямыми, исходящими из его вершины.

280. Разделить параллелограмм на две части в отношении m:n прямой, проходящей через данную точку.

281. Разделить параллелограмм на 3 равновеликие части прямыми, параллельными диагонали.

282. Разделить площадь тр-ка в среднем и крайнем отношении прямой, параллельной основанию.

283. Разделить тр-к на три равновеликие части прямыми, перпендикулярными к основанию.

284. Разделить круг на 2, на 3 ... равновеликие части концентрическими окружностями.

285. Разделить пополам трапецию прямой, параллельной основаниям.

Указание: продолжить непараллельные стороны до взаимного пересечения, взять за неизвестную величину расстояние конца искомой линии до вершины тр-ка. Составить пропорции, исходя из площадей подобных тр-ков...).

286. Данный прямоугольник превратить в другой равновеликий прямоугольник с данным основанием.

287. Построить квадрат, равновеликий 2/5 данного квадрата.

288. Превратить квадрат в равновеликий прямоугольник, у которого сумма s и разность d двух смежных сторон дана.

289. Построить круг, равновеликий кольцу, заключенному между двумя данными концентрическими окружностями.

290. Построить тр-к подобный одному и равновеликий другому из двух данных тр-ков.

291. Данный тр-к превратить в равновеликий равносторонний (посредством приложения алгебры к геометрии).

292. В данный круг вписать прямоугольник с данной площадью m2 (посредством приложения алгебры к геометрии).

293. В данный тр-к вписать прямоугольник с данной площадью m2 (приложением алгебры к геометрии).

Числовые задачи на разные разделы планиметрии.

(Взяты из “Сборника геометрических задач для повторительного курса планиметрии”, составил М. Попруженко, издание 2- е, исправленное и дополненное, Москва, 1898 г.)

294. Катеты прямоугольного тр-ка 3см и 4см. Найти площадь круга, окружность которого проходит через середину меньшего катета и касается гипотенузы в ее середине.

295. Точка касания окружности, вписанной в прямоугольный тр-к, делит гипотенузу на отрезки a  и  b. Найти площадь треугольника.

296. Катеты прямоугольного тр-ка - b  и  с. Найти биссектрису прямого угла.

297. Радиусы двух концентрических окружностей 15 см и 8 см . На продолженном диаметре взята точка на расстоянии 17 см от общего центра, и из нее проведены касательные к этим окружностям. Найти расстояние до точек касания. ( Указание: применить теорему Птоломея).

298. Часть площади круга, заключенная между стороной вписанного квадрата и параллельной ей стороной правильного вписанного 6-угольника, равна 

1/12 ( ( + 3(3 - 6). Найти сторону квадрата, равновеликого данному кругу.

299.  В ромб, который разделяется диагональю на два равносторонних треугольника, вписан круг. Найти сторону ромба в зависимости от радиуса этого круга.

300. В треугольнике, стороны которого 4см , 5см  и 6см  проведены биссектрисы меньшего угла и смежного с ним внешнего угла. Найти отрезок противолежащей стороны, заключенной между этими биссектрисами.

301. В равносторонний треугольник со стороной a вписана окружность., а из вершины тр-ка радиусом, равным половине его стороны , описана другая окружность. Найти площадь, общую для обоих кругов.

302. В тр-ке две стороны - a и b . Найти третью сторону и площадь, если угол между сторонами a и b равен 45(, 60(, 150( , 120( , 75(, 135( .

303. Длины двух параллельных хорд круга       30см и 16 см, а расстояние между ними 7 см . Найти площадь круга.

304. Через точку, удаленную от центра круга на длину диаметра, проведена такая секущая, которая делится окружностью пополам. Найти длину секущей, если радиус круга равен (6 .

305. В круге радиуса R проведена хорда, стягивающая дугу в 108( . Найти ее длину.

306. На диаметре полукруга радиуса R построен равносторонний тр-к. Найти площадь той его части, которая лежит вне круга.

307. Найти радиус окружности, касательной к сторонам a и b треугольника, центр которой лежит на третьей его стороне с.

308.  К двум извне касающимся в точке A окружностям, радиусы которых 3см и 1см , проведена внешняя касательная BС . Найти площадь фигуры ABC , ограниченной двумя дугами и касательной.

309. Полуокружность радиуса R разделена на три равные части и точки деления соединены с концом диаметра. Найти площадь, ограниченную двумя хордами и заключенную между ними и дугой.

310. Стороны тр-ка ABC продолжены в одном направлении (сторона AB за точку B, сторона BС за точку С и сторона СA за точку A ) до точек A1, B1 и С1 , так что 
AA1 = 3AB , BB1 = 3BС и СС1 = 3СA . Найти отношение площадей тр-ков ABC и A1B1С1 .

311. Из вершины тр-ка проведена к его основанию прямая, делящая основание на два отрезка m и n . Найти длину этой прямой, если стороны тр-ка, прилежащие к отрезкам m и n есть a и b .

312. Круг радиуса R обложен тремя равными кругами, касающимися данного и взаимно. Найти радиус одного из этих кругов.

313. Определить высоту башни, если известно, что нужно отойти на a метров от ее основания, чтобы башня была видна под углом в 30( .

314. По данным хордам a и b , стягивающем две дуги в круге единичного радиуса, найти хорду, стягивающую разность этих дуг (Указание: применить теорему Птоломея).

315. Прямая, параллельная основаниям трапеции, разделяет ее на две части в отношении 7:2 (считая от большего основания). Найти длину этой прямой, если основания трапеции равны 5м и 3м .

316. Из точки, делящей основание тр-ка в отношении m:n , проведены прямые, параллельные двум другим сторонам. Найти отношение площади каждой из частей, на которые разделится тр-к, к площади всего тр-ка.

317. Из некоторой точки внутри тр-ка на его стороны a, b и с опущены перпендикуляры p1, p2, p3 . Найти отношение площади тр-ка, который образуется от соединения оснований этих перпендикуляров, к площади данного тр-ка.  

( Указание: см. 290).

318. Вычислить диагонали трапеции по четырем ее сторонам a, b, с и d . (Указание: надо применить к диагоналям теорему о квадрате стороны тр-ка).

319. Найти площадь трапеции по четырем ее сторонам a, b, с и d .

320. На противоположных сторонах квадрата построены внутри него два равносторонних тр-ка. Пересечение сторон этих тр-ков определяет некоторый четырехугольник. Найти его вид, стороны, углы и площадь, если сторона квадрата равна a.

321. Проведена окружность, касающаяся одной стороны прямого угла и пересекающая другую сторону в точках, отстоящих от вершины угла на 6см и 24 см . Вычислить радиус этой окружности и расстояние точки касания от вершины угла.

322. Вычислить площадь тр-ка по двум сторонам a и b и медиане m относительно третьей стороны.

323. На общей хорде AB построены (по одну сторону от AB) два сегмента, из которых один вмещает угол 135( , а другой 120( . Найти площадь луночки, заключенной между дугами сегментов.

324. На радиусах квадранта (четверть круга) внутри него построены два полукруга. Найти площадь той части квадранта, которая лежит вне полукругов, если радиус квадранта есть  R .

325. В прямоугольном тр-ке ABC опущен перпендикуляр AD на гипотенузу BС. Зная радиусы r1 и r2 окружностей, вписанных в тр-ки ABD и AСD найти радиус к окружности, вписанной в тр-к ABC.

326. На окружности радиуса R отложены от точки A (по обе ее стороны) две дуги : AС = 30(  и  AB = 60( . Найти площадь тр-ка ABC.

2. Площадь какой-нибудь фигуры, напр., фигуры, изображенной на черт. 212, состоящей из частей M и N , принимается за сумму площадей этих частей, и следовательно в случае двух частей, площадь каждой части рассматривается как разность между целой площадью и площадью другой ее части.








а) Фигуры (напр., изображенные на черт. 212а) , состоящие из частей    ( A и B ), соответственно равных, но расположенных неодинаково, имеют одинаковые площади, т.к. площади эти есть суммы соответственно равных слагаемых.





Пусть AС и A1С1 (черт. 213) два прямоугольника, у которых основания AD и A1D1 равны.





Требуется доказать, что площади таких прямоугольников относятся, как высоты AB и A1B1





Разделим A1B1 (черт. 214) на n равных частей и одну часть отложим на AB столько раз, сколько можно.





Пусть она содержится в AB более m раз и менее m+1 раз.





Через точки деления проведем прямые, параллельные основаниям.








Действительно, если (черт.216) P есть площадь данного прямоугольника, a Q квадратная единица, то, называя основание и высоту первого b и h , а основание и высоту второй с , будем иметь:


P
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что может быть написано так:


P


Q�
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1. Положим, что основание и высота прямоугольника выражаются целыми числами.


Пусть, например основание равно 5 , а высота 7 линейным единицам.


Тогда, проведя параллельные прямые так, как показано на черт. 216а, мы увидим, что площадь прямоугольника разобьется на равные квадраты, из которых каждый представляет собой квадр. единицу.


Число этих квадратов, очевидно, равно 5.7 .





2. Положим далее, что основание и высота выражаются дробными числами.


Пусть, напр., 	основание = 4/3 , 


		а высота = 5/2


Приведя эти дроби к общему знаменателю, получим:


основание = 8/6 , высота = 15/6.





Разделив основание на 8, а высоту на 15 равных частей и проведя параллельные прямые так, как указано на черт. 216b , мы увидим, что площадь прямоугольника разобьется на 8 . 15 малых квадратов, каждый из которых представляет собой 1/36 квадратной единицы.





На основании AD построим прямоугольник AEFD , у которого высота такая же как и у параллелограмма, и след., стороны EF и BС лежат на одной прямой.





Докажем, что ABCD равновелик AEFD.





Параллелограмм ABCD получится, если от четырехугольника AECD отделим (AEB.











Проведем BE (( AС и AE((BС. 





Тогда получим параллелограмм AEBС, площадь которого , по доказанному, равна произведению bh.





Но площадь ABC составляет половину площади AEBС.








Если, напр., вершину B тр-ка ABС (черт.219) будем перемещать по прямой, параллельной основанию AС, а основание оставим то же самое, то площадь тр-ка не меняется.





Действительно, если ABCD (черт. 219а) есть ромб, то его диагонали взаимно перпендикулярны. Поэтому:





пл.(ABC= 1/2 AС . OB


пл.(ACD= 1/2 AС. OD                           .


пл.ABCD= 1/2AС. (OB+OD)=1/2 AС. BD








Пусть высота тр-ка ABС , опущенная на сторону a, есть ha . Тогда:


S = 1/2 aha





Чтобы найти высоту ha, возьмем уравнение (208):





b2 = a2+ с2 – 2aс’


и определим из него отрезок с’





c’�



=�
a2 + с2 - b2


    2a�
�






Вычислить площадь треугольника ABС (черт. 221) по двум сторонам AB и AС и углу A между ними.





Геометрически эта задача решается только для некоторых частных значений угла A.





Положим, например, что A = 18(.





Тогда можно вычислить р в зависимости от стороны AB таким образом:


продолжив BD на расстояние DE = BD , соединим E с A.





Тогда в равнобедренном тр-ке ABE угол BAE равен 36(.


Из этого заключаем, что BE, т.е. двойная высота, есть сторона правильного 10-угольника, вписанного в круг, радиус  которого AB.





Проведя в трапеции (черт. 222) ABCD диагональ AС , мы можем рассмотривать ее площадь, как сумму площадей двух тр-ков СAD и ABС.


Поэтому
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Соединим центр O (черт. 223) со всеми вершинами описанного многоугольника.





Тогда мы разделим его на треугольники, в которых за основания можно взять стороны многоугольника, а за высоту - радиус круга.





Обозначим этот радиус через R , тогда будем иметь:





Превратить многоугольник ( ABCDE черт.224) в равновеликий треугольник.





Через вершину B проведем BF (( AС до пересечения с продолжением EA.





Точку F соединим с С.





Тр-ки СBA и СFA равновелики, так как у них общее основание AС, а вершины B и F лежат на прямой параллельной основанию (277).





Пусть ABС (черт.223) прямоугольный треугольник, а BDEA,  AFGС и BCKH квадраты, построенные на его катетах и гипотенузе.





Требуется доказать, что сумма двух первых квадратов равна третьему квадрату.





Проведем AM(BС.


Тогда квадрат BCKH разделится на два прямоугольника.





Докажем, что пр-к BLMH равновелик квадрату BDEA, а пр-к LCKM равновелик квадрату AFGС.





Проведем вспомогательные прямые DС и AH . 








На произвольной прямой (черт.226) откладываем AB=m   и BC=n и на AС, как на диаметре, описываем полуокружность.





Из точки B восставляем перпендикуляр BD до пересечения с окружностью.





 Соединив D с A и С , получим прямоугольный тр-к, у которого (206) 


AD2  : DС2 = AB:BС = m:n








Пусть (черт. 227) в тр-ках ABC и A1B1С1 углы A и A1 равны.





Проведя высоты BD и B1D1 , будем иметь:





1. Пусть ABС и A1B1С1 (черт. 227 а), у которых A=A1 , B=B1 и С=С1 .





Применяя к ним предыдущую теорему, получим: 








Пусть ABCDE и A1B1С1D1E1 (черт.228) два подобных многоугольника.





Их можно, как мы видели (186), разложить на одинаковое число подобных и одинаково расположенных тр-ков.











Пусть, напр., требуется разделить (ABС (черт.229) на 3 равновеликие части прямыми, параллельными основанию AС.





Предположим, что задача решена, и что искомые прямые будут DE и FG.





2. Пусть ABCD(черт.230) какой-нибудь правильный вписанный многоугольник, OA радиус и OE апофема.





Из тр-ка OAE находим (50):





		OA - OE < AE


или 		OA - OE < 1/2 AB ,





т.е. разность между радиусом и апофемой меньше половины стороны правильного многоугольника.





Впишем (черт.231) в данный круг и опишем около него по какому-нибудь правильному одноименному многоугольнику (напр., шестиугольнику).





Пусть K,Q и q будут соответственно площади круга, описанного и вписанного многоугольников.





Пусть дуга AB (черт. 232) сектора AOB содержит n(.


Очевидно, что площадь сектора, дуга которого содержит 1(, равна


(R2


360�
�









Чтобы получить площадь сегмента ASB , достаточно из площади сектора AOB вычесть площадь тр-ка AOB.





Проведя AС ( OB будем иметь:





площадь сектора = 1/2 Rs





площадь тр-ка = 1/2 OB . AС = 1/2 R . AС





Пусть Q, R  и  S будут площади подобных фигур (или кругов) , построенных на катетах и гипотенузе прямоугольного тр-ка ABС (черт. 234).





Тогда (292, 296, следствие):
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Действительно, сумма полукругов, построенных на катетах, равна полукругу, построенному на гипотенузе.





Если же от обеих частей этого равенства отнимем сумму сегментов APB и BQС , то получим:





AMBP + BNСQ = ABС





Чтобы найти радиус r внутреннего вписанного круга (черт.236) примем во внимание, что прямые OA, OB и OС разделяют данный тр-к на три других тр-ка, у которых основаниями служат стороны данного треугольника, а высотой - радиус r. 





Поэтому:
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Радиус (a вневписанного круга (черт.237) касающегося стороны a, можно определить из равенства:





пл.ABС = пл.AСO+пл.ABO - пл.BOС


т.е.





S�



=�
1


2�



b(a�



+�
1


2�



с(a�
 


-�
1


2�



a(a�
�









PAGE  
3

