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Книга 1.

ПРЯМЫЕ  и  ПЛОСКОСТИ.

Глава 1.

Определение положения плоскости.
303. Определение. Плоскостью называется поверхность, обладающая тем свойством, что прямая, проходящая через какие-нибудь две точки этой поверхности, лежит в ней всеми остальными своими точками. 

Возможность существования такой поверхности принимается за аксиому.

Стереометрией называется часть геометрии, в которой рассматриваются свойства фигур, не помещающихся в одной плоскости.

304. Плоскость обладает следующими свойствами, принимаемыми нами за очевидные:

1. Плоскость есть поверхность незамкнутая.

2. Прямая, имеющая с плоскостью только одну общую точку, пересекает плоскость. Т.е. из пространства, лежащего по одну сторону от плоскости, переходит в пространство лежащее по другую ее сторону.

3. Прямая, соединяющая две точки пространства, расположенные по разные стороны от одной и той же плоскости, пересекает эту плоскость.

4. Через всякую прямую можно провести бесчисленное множество плоскостей.

5. Всякая прямая, проведенная в плоскости, разделяет ее на две части (называемые полуплоскостями).

6. Вращая плоскость вокруг какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоскости, можно любую из частей, на которые плоскость делится этой прямой, заставить пройти через всякую точку пространства.

305. Плоскость изображается на чертеже в виде некоторой ее части. Обыкновенно в форме параллелограмма или прямоугольника (Черт.238) 
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Черт. 238

Обозначается плоскость одной буквой; Например, плоскость Р, плоскость MN. .
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307. Теорема. Через всякие три точки (A, B, С черт.239 ) не лежащие на одной прямой, можно провести плоскость и притом только одну.
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Черт.239

1. Через какие-нибудь две из трех данных точек, например через A  и  B , проведем прямую и через нее произвольную плоскость. Станем вращать эту плоскость вокруг прямой AB . Вращая, мы можем заставить ее пройти через точку С ( 304, 6 ). Тогда будем иметь плоскость, которая проходит через точки A, B и С. Остается доказать, что такая плоскость может быть только одна.

2. Предположим, что через те же три точки проведены две плоскости. Обозначим одну через P, а другую через P1 . 

Докажем, что эти плоскости сливаются в одну.

Предварительно заметим, что прямые AB, BC и AC , проходящие через каждую пару данных точек, принадлежат обеим плоскостям, так как эти прямые имеют по две общие точки с плоскостью P и с плоскостью P1 .

Возьмем теперь на плоскости P произвольную точку M и докажем, что эта точка принадлежит и другой плоскости P1 .

Для этого на плоскости P через точку M проведем какую-нибудь прямую MD. Эта прямая, находясь в одной плоскости P с прямыми AB, BC  и  AC , должна пересечься по крайней мере с двумя из них, например, с AB и AC, в некоторых точках E  и  F.

Так как прямые AB и AC принадлежат   и другой плоскости P1 , то их точки E  и  F также принадлежат этой плоскости.

 Вследствие этого прямая MD , проходящая через E  и  F , лежит вся в плоскости P1 (по определению плоскости), а потому и ее точка M лежит в этой плоскости.

Таким образом, всякая точка M плоскости P принадлежит и плоскости P1. Значит, эти плоскости сливаются.

308. Следствия.

1. Через прямую и точку вне ее можно провести плоскость и притом только одну, потому что точка вне прямой вместе с какими-нибудь двумя точками прямой составляют три точки, через которые, по доказанному, можно провести плоскость и притом одну.

2. Через две пересекающиеся прямые можно провести плоскость и притом только одну, потому что, взяв точку пересечения и еще по одной точке на каждой прямой, мы будем иметь три точки, через которые и т.д.

3. Через две параллельные прямые можно провести плоскость и притом только одну, потому что параллельные прямые, по определению, лежат в одной плоскости; эта плоскость единственная, так как через одну из параллельных и какую-нибудь точку другой можно провести не более одной плоскости.

4. Всякую часть плоскости можно наложить всеми ее точками на другое место этой или другой плоскости, причем накладываемую часть можно предварительно перевернуть другой стороной, потому что всегда можно наложить одну плоскость на другую так, чтобы у них совпали какие-нибудь три точки, не лежащие на одной прямой, а тогда совпадут и остальные точки.

309. Теорема. Если две не сливающиеся плоскости имеют общую точку, то они имеют и общую прямую, проходящую через эту точку, и пересекаются по этой прямой.

Пусть плоскость P (черт. 240) имеет точку A, общую с другой плоскостью Q (не указанной на чертеже).

[image: image3.jpg]



Черт. 240

Проведем на этой плоскости Q через точку A какие-нибудь две прямые CB1 и BC1 .

Если бы случилось, что одна из этих прямых лежит и на плоскости P , то плоскости имели бы общую прямую.

Предположим, что этого нет; тогда обе прямые CB1 и BC1 пересекают плоскость P (304, 2). Следовательно, каждая из них разделится плоскостью P на две части, расположенные по разные стороны от этой плоскости.

Возьмем на частях AB и AB1 какие-нибудь точки D и D1 и проведем прямую DD1. 

Эта прямая, переходя из части пространства, лежащего над плоскостью P, в часть пространства, лежащего под плоскостью P, непременно пересечется с плоскостью P в некоторой точке E (304,3).

Так как, с другой стороны, эта прямая имеет с плоскостью Q две общие точки D и D1 , то она принадлежит ей вся.

Поэтому точка E прямой DD1 также принадлежит плоскости Q. 

Итак, плоскости P и Q имеют две общие точки A и E. Значит они имеют и общую прямую AE , проходящую через эти точки. То, что плоскости P и Q по этой прямой пересекаются (а не касаются) следует из того, что прямые CB1 и BC1 , содержащиеся в плоскости Q, пересекаются с P.

310. Следствие. Пересечение двух плоскостей - всегда прямая линия.

Действительно, если плоскости пересекаются, то они имеют общую точку, но в таком случае они имеют и общую прямую. Какой-нибудь еще общей точки, сверх точек этой прямой, плоскости иметь не могут, так как в противном случае они должны были бы слиться в одну (308, 1).

Глава 2.

Перпендикуляр и наклонные.
311. Определение. Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она пересекается с этой плоскостью и при этом образует прямые углы со всеми прямыми, проведенными на плоскости через точку пересечения.

В этом случае говорят также, что плоскость перпендикулярна к прямой.

Прямая, пересекающаяся с плоскостью, но не перпендикулярная к ней, называется наклонной. 

Точка пересечения прямой с плоскостью называется основанием перпендикуляра или наклонной.

Возможность существования перпендикулярной прямой к плоскости обнаруживается из нижеследующих теорем.

312. Теорема. Прямая, перпендикулярная к двум другим прямым, проведенным на плоскости через основание первой прямой, перпендикулярна к самой плоскости.

Пусть прямая AB (черт. 241) перпендикулярна к прямым BC и BD , проведенным на плоскости P через основание B .
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Черт. 241

Чтобы доказать перпендикулярность прямой AB к плоскости P , достаточно показать, что AB перпендикулярна ко всякой третьей прямой BE , проведенной на той же плоскости через точку B .

Продолжив AB , отложим произвольные, но равные , длины BA1 и BA и проведем на плоскости прямую DС , которая пересекла бы прямые BC, BE  и BD  в каких-нибудь точках: С, E и D. 

Соединим эти точки с A и A1 и убедимся, что тр-ки ABE и A1BE равны.

Для этого сначала рассмотрим тр-ки ADС и A1DС. 

Они равны, потому что у них DС общая сторона, AC = A1С , как наклонные к AA1 одинаково удаленные от основания перпендикуляра BC. По той же причине AD = A1D .

Из равенства этих треугольников следует, что ( ACD = ( A1СD .

После этого мы перейдем к тр-кам ACE и A1СE . Они равны, потому что у них EC общая сторона, AC = A1С и ( ACD = ( A1СD .

Из равенства этих тр-ков выводим, что AE = A1E. 

Теперь оказывается, что тр-ки ABE и A1BE имеют соответственно равные стороны и потому равны.

Значит, ( ABE = ( A1BE , т.е. AB ( BE .

313. Теорема. Через всякую точку, взятую на прямой или вне ее, можно провести к этой прямой перпендикулярную плоскость и притом только одну.

1. Пусть С будет точка, взятая на прямой AB (черт. 242).
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Черт. 242

Проведем через эту прямую какие-нибудь плоскости P и Q и на них возьмем прямые СD и CE, перпендикулярные к AB.

Через эти две пересекающиеся прямые проведем плоскость R.

Эта плоскость перпендикулярна к AB в точке С , потому что две ее прямые СD и CE перпендикулярны к AC. 

Такая плоскость может быть только одна. Действительно, всякая плоскость, перпендикулярная к AB в точке С , должна пересечься с плоскостями P и Q по прямым, перпендикулярным к AC и проходящим через точку С . Такими прямыми будут только СD и CE, а через СD и CE проходит только одна плоскость.

2. Пусть D будет точка, взятая вне прямой AB (черт.242). 

Проведем через D и AB плоскость P и через AB еще какую-нибудь плоскость Q.

На плоскости P  опустим на  AB из точки D перпендикуляр DС , а на второй восставим к AB из точки С перпендикуляр CE. 

Плоскость R , проходящая через DС и CE , перпендикулярна к AB ( 312).

Другой перпендикулярной плоскости через точку D провести нельзя. Действительно, всякая плоскость, перпендикулярная к AB и проходящая через D , пересечется с плоскостью P по прямой, перпендикулярной к AB и проходящей через D , т.е. по DС .

Тогда с плоскостью Q она может пересечься только по прямой CE. А через DС и CE проходит только одна плоскость.

314. Следствие. Все перпендикуляры, которые можно провести в пространстве к одной прямой через одну ее точку, лежат в одной плоскости, перпендикулярной к этой прямой.
Для доказательства проведем (черт. 243) через прямую AB сколько угодно плоскостей P, Q, R, S ... и на каждой из них через точку B проведем по прямой, перпендикулярной к AB.
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Черт. 243

Пусть это будет BC, BD, BE ... Через две из них,напр., через BC и BD, вообразим плоскость M. Эта плоскость перпендикулярна к AB (312).


Чтобы доказать, что она содержит в себе все прочие из проведенных нами перпендикулярных линий, вообразим, что какая-нибудь из них, напр., линия BE , не лежит в плоскости M.


Тогда по плоскости R можно провести к AB через точку B два перпендикуляра: один BE, а другой пересечение плоскостей R и M.


Но это невозможно. Следовательно, прямая BE и всякая другая, перпендикулярная к AB в точке B , должна лежать в плоскости M .

315. Теорема. Из всякой точки (O , черт. 244) плоскости ( M ) можно восставить к этой плоскости перпендикуляр и притом только один.
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Черт. 244.

Возьмем прямую AB и через произвольную ее точку B проведем к ней перпендикулярную плоскость R.


Совместим эту плоскость с плоскостью M так, чтобы точка B совпала с O. Тогда прямая BA , заняв некоторое положение OK , окажется перпендикулярной к M в точке O.


Чтобы доказать теперь, что этот перпендикуляр единственный, предположим, что прямая OK1 будет другим перпендикуляром к M.


Проведем через OK и OK1 и возьмем ее пересечение OL с плоскостью M .


Тогда углы KOL и K1OL должны быть оба прямые. Но это невозможно, т.к. один из них составляет часть другого.


Значит, другого перпендикуляра к M в точке O восставить нельзя.

Замечание. Что из всякой точки, взятой вне плоскости, можно опустить на эту плоскость перпендикуляр, будет доказано ниже (см. 324). Теперь же заметим, что если такой перпендикуляр проведен, то он может быть только один. 


В самом деле, если допустим (черт. 245) , что из точки A проведены к плоскости два перпендикуляра AB и AC , то, соединив их основания B и С прямой, мы получили бы тр-к ABС с двумя прямыми углами (при B и С ) , что невозможно.

316. Когда из одной точки A (черт. 245) проведены к плоскости перпендикуляр AB и наклонная AC , условимся называть проекцией наклонной на плоскость прямую BC , проведенную между основаниями перпендикуляра и наклонной.

317. Теоремы. Если из одной и той же точки ( A черт. 8), взятой вне плоскости, проведены к этой плоскости перпендикуляр (AB) и какие-нибудь наклонные     ( AC, AD, AE ...) , то :


1, перпендикуляр короче всякой наклонной;


2, две наклонные, имеющие равные проекции, равны;


3, из двух наклонных та больше, проекция которой больше; 
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Черт. 245

Вращая прямоугольные тр-ки ABС и ABD вокруг катета AB , мы можем совместить их плоскости с плоскостью тр-ка ABE . Тогда все наклонные будут лежать в одной плоскости с перпендикуляром, и все проекции раположатся на одной прямой. Таким образом, доказываемая теорема приводится к аналогичной теореме планиметрии ( 55 ).

318. Обратные теоремы. Если из одной и той же точки, взятой вне плоскости, проведены к этой плоскости перпендикуляр и какие-нибудь наклонные, то:


1. Кратчайшая из этих прямых есть перпендикуляр.


2. Равные наклонные имеют равные проекции.

3. Из двух проекций та больше, которая соответствует большей   наклонной.

Доказательство (от противного) предоставляем самим учащимся.

Глава 3.

Параллельные прямые и плоскости.

Параллельные прямые.

319. Предварительное замечание. Две прямые могут быть расположены в пространстве так, что через них нельзя провести плоскость.


Возьмем, например, две такие прямые AB и DE , из которых одна пересекает некоторую плоскость P, а другая лежит в ней, но не проходит через точку пересечения С  (черт.246).
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Черт. 246

Через такие две прямые нельзя провести плоскость, потому что в противном случае через прямую DE и точку С проходили бы две различные плоскости: одна P , пересекающая прямую AB , и другая, содержащая ее. А это невозможно.


Две прямые, не лежащие в одной плоскости, конечно, не пересекаются, сколько бы их ни продолжали.  Однако их не называют параллельными, оставляя это название только для таких прямых, которые, находясь в одной плоскости, не пересекаются, сколько бы их не продолжали.


Две прямые, не лежащие в одной плоскости, называются скрещивающимися.


В планиметрии мы видели (69 и 72 ) , что через всякую точку плоскости можно провести прямую, параллельную данной прямой, и притом только одну. То же самое можно сказать о всякой точке пространства, потому что через  точку и данную прямую можно провести плоскость и только одну.

320. Теорема. Плоскость (P , черт. 247), пересекающая одну из параллельных прямых ( AB ) , пересекает и другую ( СD ).






Черт. 247

Проведем через AB и СD плоскость. Эта плоскость содержит в себе ту точку B , в которой прямая AB пересекается с P .

Значит эта плоскость пересекается с P по некоторой прямой BE ( 309 ).

Эта прямая, находясь в одной плоскости с AB и СD и пересекая одну из этих параллельных, должна пересечь и другую (73) в некоторой точке F.

Точка F , находясь на прямой BE и на прямой СD , должна быть точкой пересечения плоскости P с прямой СD .

321. Лемма. Прямая ( DE черт. 248 ), проведенная на плоскости (P ) через основание наклонной ( AC ) перпендикулярно к ее проекции ( BC ), перпендикулярна и к самой наклонной.
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Черт. 248

Отложим произвольные, но равные  части СD и CE и соединим точки 

A и B   с   D и E.

Тогда будем иметь: BD = BE, как наклонные к DE , одинаково удаленные от основания перпендикуляра  BC .

AD = AE , как наклонные к плоскости P , имеющие равные проекции BD и BE. 

Вследствие этого  ( ADE - равнобедренный, и потому его медиана AC перпендикулярна к основанию DE (38) .

322. Теорема. Плоскость ( P , черт. 249) , перпендикулярная к одной из параллельных прямых ( AB ), перпендикулярна и к другой ( СВ ) . 
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Черт. 249.

Предстоит доказать, что

1. Прямая СD пересекается с P,

2. Эта прямая перпендикулярна к каким - нибудь двум прямым, проведенным на плоскости P через основание СD.

1. Плоскость P должна пересечь CD, потому что она, по условию, пересекает прямую AB, параллельную CD.

2. Проведем через AB и CD плоскость R и возьмем ее пересечение BD с плоскостью P. 


Так как, по условию , AB перпендикулярна к P, то AB ( BD ; поэтому и CD ( BD ( 74). 

Проведем на плоскости P прямую DE , перпендикулярную к BD, и возьмем какую-нибудь наклонную MD, для которой проекцией служит BD.


Прямая ED, будучи перпендикулярна к проекции BD, должна быть перпендикулярна и к наклонной MD (321) и, следовательно , перпендикулярна к плоскости R (312), значит и к прямой CD.


Таким образом, прямая CD оказывается перпендикулярной к двум прямым плоскости P, именно к DB и DE .

 Следовательно , она перпендикулярна к этой плоскости.

323. Обратная теорема. Два перпендикуляра (AB и CD , черт. 250) к одной плоскости (P) параллельны.
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Черт.250


Предположим, что линией, параллельной AB и проходящей через точку D, будет не CD, а какая - нибудь иная прямая С1D.


Тогда, согласно прямой теореме, С1D будет перпендикуляром к P , что невозможно, так как перпендикуляром к P, по условию, служит CD (315) .

324. Следствие. Из всякой точки (A черт. 250) , взятой вне плоскости (P), можно опустить на эту плоскость перпендикуляр и притом только один.

Действительно, всегда возможно из какой-нибудь точки D плоскости P восставить к ней перпендикуляр DС (315)  и затем через A провести AB (( CD.


Прямая AB будет перпендикуляром к P (322).


Другого перпендикуляра из точки A опустить нельзя, потому что перпендикуляр к P должен быть параллелен DС (323), а через A можно провести только одну прямую, параллельную DС.

325.Теорема. Две прямые ( A и B, черт. 251) параллельные третьей прямой (С),  параллельны между собой.
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Черт. 251

Проведем плоскость P перпендикулярную к С . Тогда A и B будут перпендикулярами к этой плоскости (322), и , следовательно A(( B (323) .

Прямые, параллельные плоскости.

326. Определение. Прямая и плоскость называются параллельными, если они не пересекаются, сколько бы их не продолжали.

Следующие две теоремы выражают признаки параллельности прямой с плоскостью.

327. Теорема 1. Прямая (AB, черт. 252 ) и плоскость (P ) , перпендикулярные к одной и той же прямой ( AC ) , параллельны.
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Черт. 252

Предположим, что AB пересекается с P в некоторой точке M ;

Тогда, соединив M с С прямой, мы будем иметь два перпендикуляра MС и MA на прямую AC из одной точки M, что невозможно.

Значит, AB не пересекается с P, т.е. AB параллельна P .

Теорема 2. Прямая (AB , черт 253 ) , параллельная какой-нибудь прямой (СD), проведенной на плоскости (P ) , параллельна самой плоскости.
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Черт. 253

Проведем через AB и СD плоскость R.

Так как прямая AB на всем протяжении лежит на плоскости R , то она могла бы пересечься с плоскостью P не иначе, как пересекаясь с прямой СD, что невозможно по условию.

Значит, AB не пересекается с P, т.е. AB параллельна P .

328. Теорема.  Если плоскость (R черт. 253) проходит через прямую (AB ) , параллельную другой плоскости (P) , и пересекает эту плоскость, то линия пересечения  (СD ) параллельна первой прямой (AB).

Действительно, 
во-первых, СD лежит в одной плоскости с AB ;




во-вторых, СD не может пересечься с AB, потому что в противном случае прямая AB пересеклась бы с плоскостью P , что невозможно.


Следствие. Прямая (AB , черт. 254) , параллельная двум пересекающимся плоскостям ( P и Q ), параллельна линии их пересечения ( СD ) .
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Черт. 254

Вообразим плоскость через AB и какую-нибудь точку M прямой СD.


Эта плоскость должна пересечься с P и Q по прямым, параллельным AB и проходящим через M.


Но через M можно провести только одну прямую, параллельную AB;

Значит, два пересечения воображаемой плоскости с плоскостями P и Q должны слиться в одну прямую, которая не может быть иной, как СD.

Следовательно, СD(( AB.

329. Теорема. Все точки прямой ( AB, черт. 255 ) , параллельной плоскости (P), одинаково удалены от этой плоскости.
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Черт. 255

Из двух каких-нибудь точек M и N прямой AB опустим на P перпендикуляры MС и ND .

Так как эти перпендикуляры параллельны (323) , то через них можно провести плоскость.

Эта плоскость пересекается с P по прямой СD , параллельной AB (328) .

Поэтому фигура MNDС - параллелограмм, и следовательно MС = ND .

________

Параллельные плоскости.

330. Определение. Две плоскости называются параллельными, если они не пересекаются, сколько бы их ни продолжали.

Следующие две теоремы выражают признаки параллельности двух плоскостей.

331. Теорема 1. Две плоскости (P и Q, черт. 256), перпендикулярные к одной и той же прямой (AB) , параллельны.
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Черт. 256.

Действительно, если бы плоскость P и Q пересекались, то через всякую точку их пересечения проходили бы две плоскости P и Q, перпендикулярные к прямой AB, что невозможно.

Теорема 2. Две плоскости (P и Q , черт. 257) параллельны, если две пересекающиеся прямые одной из них ( AB и AC ) соответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой ( A1B1 и A1С1 ) .
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Черт. 257

Из точки A опустим на плоскость Q перпендикуляр AA2 и проведем прямые A2B2 и A2С2, соответственно параллельные прямым A1B1 и A1С1.

Эти прямые также параллельны и линиям AB и AC (325). 

Так как  AA2 ( A2B2    и    AB (( A2B2 ,  то   AA2 ( AB .

Также доказывается, что AA2 ( AC. 

Следовательно, прямая AA2 перпендикулярна к плоскости P (312 ).

Таким образом плоскости P и Q перпендикулярны к одной и той же прямой AA2 и потому параллельны.

332. Теорема. Если две параллельные плоскости ( P и Q , черт. 258) пересекаются третьей плоскостью ( R ) , то линии пересечения (AB и СD ) параллельны.
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Черт. 258.

Действительно, прямые AB и СD , находясь в одной плоскости R , не могут пересечься, так как в противном случае пересекались бы плоскости P и Q , что противоречит условию.

333. Теоремы. 

1. Прямая, пересекающая одну из параллельных плоскостей, пересекает и другую.

2. Плоскость, пересекающая одну из параллельных плоскостей, пересекает и другую.
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Черт. 259.

1. Пусть прямая AB (черт. 259) пересекает в точке B плоскость P, параллельную Q .

Опустим из B на Q перпендикуляр BC и через AB и BC проведем плоскость.

Эта плоскость, содержа в себе точки B и С, пересекается с P и Q по некоторым прямым DE и FH, которые параллельны (332).

Прямая AB лежит в одной плоскости  с DE и FH и пересекает одну из этих параллельных.

Следовательно, как мы знаем из планиметрии (78, 1), она пересечет и другую. Значит, пересечет и плоскость Q.

2. Пусть какая-нибудь плоскость пересекает плоскость P (черт. 259), параллельную Q . Тогда на ней можно взять прямую AB, которая тоже пересекает плоскость P.

По доказанному эта прямая пересекает и плоскость Q.

Значит, с этой плоскостью пересечется и та плоскость, в которой взята AB.

334. Теорема. Прямая ( AB , черт. 260), перпендикулярная к одной из параллельных плоскостей ( к P ), перпендикулярна и к другой (к Q).
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Черт. 260.

Прямая AB , пересекая одну из параллельных плоскостей, пересечет и другую в некоторой точке B1 . 

Проведем через AB какие-нибудь две плоскости, которые пересекутся с P и Q по параллельным прямым: одна по BC и B1С1 , другая по BD и B1D1 .

Согласно условию, прямая AB перпендикулярна к BC и BD, следовательно, она также перпендикулярна к B1С1 и B1D1 , а потому перпендикулярна и к плоскости Q.

335. Следствие. Через всякую точку (B, черт. 260 ) пространства можно провести плоскость (P), параллельную данной плоскости (Q), и притом только одну.

Предоставляем учащимся самим доказать это следствие, на основании теорем 331 и 334.

336. Теорема. Отрезки параллельных прямых (AB и СD, черт. 261), заключенные между параллельными плоскостями (P и Q), равны.
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Черт. 261.

Через параллельные прямые AB и СD проведем плоскость.

Она пересечет Q и P по параллельным прямым BD и AC.

Следовательно, фигура ABСD будет параллелограмм и потому AB = СD.

337. Следствие. Параллельные плоскости везде одинаково удалены одна от другой, потому что когда параллельные прямые AB и СD (черт. 261) перпендикулярны к P, они также перпендикулярны к Q и в то же время равны.

338. Теорема. Два угла (BAC и B1A1С1 , черт. 262) с соответственно параллельными сторонами равны и лежат в параллельных плоскостях (P и Q).
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Черт. 262.

Что плоскости P и Q параллельны, было доказано прежде (1, 2). Остается доказать, что углы A и A1 равны.

Отложим AB = A1B1 , AC = A1С1 и проведем AA1, BB1,СС1, BC и B1С1 .

Так как отрезки AB и A1B1 равны и параллельны, то фигура ABB1A1 есть параллелограмм (97,2).

Поэтому отрезки AA1 и BB1 равны и параллельны. По той же причине равны и параллельны отрезки AA1 и СС1 .

Следовательно, BB1(( СС1  и BB1=СС1 . 

Поэтому BC = B1С1  и  (ABС = (A1B1С1 (по трем сторонам).

Значит (A = (A1 .

ГЛАВА 4.

Двугранные углы.

339. Определение. Две полуплоскости (P и Q, черт. 263.), исходящие из одной полупрямой (AB), вместе с частью пространства, ограниченной ими, образуют двугранный угол.
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Черт. 263.

Прямая AB называется ребром, а

полуплоскости P и Q - сторонами или гранями двугранного угла.

Такой угол обозначается обыкновенно двумя буквами, поставленными у его ребра (двугранный угол AB ).

Но если при одном ребре лежат несколько двугранных углов, то каждый из них обозначают 4-мя буквами, из которых две средние стоят при ребре, а две крайние у граней, например: двугранный угол SСDR .

Если через ребро (СD , черт 263) двугранного угла (PСDS) проведем внутри него какие-нибудь полуплоскости (R, Q ...), то образовавшиеся при этом двугранные углы (RСDS, QСDR, ...) рассмaтриваются как части первого двугранного угла.
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Черт. 264.

Если из произвольной точки D ребра AB (черт. 264) проведем на каждой грани по перпендикуляру к ребру, то образованный ими угол называется линейным углом двугранного.

Величина линейного угла не зависит от положения точки D на ребре. 

Так, линейные углы СDE и С1D1E1 равны, потому что их стороны соответственно параллельны и одинаково направлены.

Плоскость линейного угла перпендикулярна к ребру, так как она содержит две прямые, перпендикулярные к нему (312).

340. Равенство двугранных углов. Два двугранных угла считаются равными, если они при вложении могут совместиться. В противном случае тот из углов считается меньшим, который составит часть другого угла.

Так как двугранный угол есть величина, то можно рассматривать сумму разность, произведение и частное двугранных углов в том же смысле, как и для углов планиметрии. Подобно этим углам двугранные углы могут быть смежные, прямые, вертикальные ...

341. Теоремы. 

1. Равным двугранным углам соответствуют равные линейные углы.
2. Большему двугранному углу соответствует больший линейный угол.
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Черт. 265.


Пусть PABQ и P1A1B1Q1 (черт.265) будут двугранные углы с линейными углами CBD и С1B1D1.

Вложим угол A1B1 в угол AB так, чтобы у них совпали:

во-первых, точки B1 и B,

во-вторых, ребра A1B1 и AB   и,

в третьих, грани P1 и P .

При этом также совпадут и плоскости линейных углов, так как они перпендикулярны к одной прямой в одной точке.

Положим теперь, что наши двугранные углы равны, тогда  грань Q1 совпадет с Q и, следовательно, угол С1B1D1 совместится с углом CBD , т.е. эти линейные углы окажутся равными.

Если же двугранные углы неравны, например, угол A1B1 меньше угла AB, то грань Q1 пройдет внутри угла AB, например займет положение Q2. Тогда линейный угол С1B1D1 займет положение С2BD и , следовательно, будет меньше линейного угла CBD.

342. Обратные теоремы.

1. Равным линейным углам соответствуют равные двугранные углы.

2. Большему линейному углу соответствует больший двугранный угол.

Эти теоремы легко доказываются от противного (48).

343. Замечание. Наложение или , лучше сказать, вложение одной фигуры в другую, часто употребляемое в стереометрии, всегда может быть (эта возможность принимается нами за аксиому) выполняемо в такой последовательности:

1. совмещаем какие-нибудь две точки фигур;

2. какие-нибудь две полупрямые, исходящие из совпавших точек, и,

3. какие-нибудь две полуплоскости, исходящие из совпавших прямых.

Совместятся ли при этом другие элементы фигур, зависит от их свойств.

344. Следствия.

1. Прямому двугранному углу соответствует прямой линейный угол и наоборот.
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Черт. 266.
Пусть (черт. 266) двугранный угол PABQ прямой.

Это значит, что он равен смежному углу QABP1
Но в таком случае линейные углы СDE и СDE1 также равны. А так как они смежные, то каждый из них должен быть прямой.

Наоборот, если равны смежные линейные углы СDE и СDE1 , то равны и двугранные углы, т.е. каждый из них должен быть прямой.

2. Прямые двугранные углы равны, потому что у них равны линейные углы.

По той же причине:

3. Вертикальные двугранные углы равны.

4. Двугранные углы с соответственно параллельными и одинаково направленными гранями равны.

345. Теорема. Двугранные углы относятся как их линейные углы.
При доказательстве рассмотрим особо два случая:

1. Линейные углы CBD и С1B1D1 соизмеримы (черт.267).
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Черт. 267.

Пусть их общая мера содержится в первом угле m раз, а во втором n раз.

Проведем ряд плоскостей через ребра   и   прямые, делящие линейные углы на части, равные общей мере.

Тогда мы разделим угол AB на m , а угол A1B1 на n частей, которые все равны между собой (вследствие равенства линейных углов). Поэтому:

	(CBD

(С1B1D1
	=
	m
n
	и
	дв.уг.AB

дв.уг.A1B1
	=
	m
n


Откуда:

	дв.уг.AB

дв.уг.A1B1
	=
	(CBD

(С1B1D1



2. Линейные углы несоизмеримы.

Разделим (черт.267) угол С1B1D1 на n равных частей. Пусть 1/n этого угла содержится в угле CBD более m, но менее m+1 раз. 

Тогда приближенное отношение углов CBD и С1B1D1 с точностью до 1/n, равно m/n.

Проведя плоскости также как и в первом случае, найдем, что приближенное отношение двугранных углов AB и A1B1, с точночтью до 1/n, также равно m/n.

Таким образом, приближенные отношения оказываются равными при всяком n. А в этом и состоит равенство несоизмеримых отношений.

346. Следствие. Если за единицу двугранных углов возьмем такой угол, который соответствует единице линейных углов, то можно сказать, что двугранный угол измеряется его линейным углом.

Перпендикулярные плоскости.

347. Определение. Две плоскости называются взаимно перпендикулярными, если, пересекаясь, они образуют прямые двугранные углы. Возможность существования таких плоскостей обнаруживается следующей теоремой.

348. Теорема. Плоскость (P, черт. 268), проходящая через перпендикуляр (AB) к другой плоскости (Q) , перпендикулярна к ней.
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Черт. 268.

Проведем на плоскости Q прямую BC, перпендикулярную к DE.

Тогда (ABС будет линейным двугранного угла PDEQ.

Так как AB, по условию, перпендикулярна к Q, то AB ( BC.

Значит, (ABС прямой, а потому и двугранный угол прямой, т.е. плоскость P перпендикулярна к Q.

349. Обратная теорема. Если две плоскости (P и Q черт.269) взаимно перпендикулярны и к одной из них (к Q) проведем перпендикуляр (AB), имеющий общую точку (A) с другой плоскостью (с P), то он весь лежит в этой плоскости.
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Черт. 269.

Предположим, что AB не лежит в плоскости P (как изображено у нас на чертеже). 

Проведем на плоскости P из точки A прямую AC, перпендикулярную к DE и на плоскости Q из точки С прямую СF, перпендикулярную к DE.

Тогда  (ACF, как линейный угол прямого двугранного угла, будет прямой.

Поэтому линия AC, образуя прямые углы с DE и СF, будет перпендикуляром к плоскости Q. 

Но из точки A нельзя опустить на плоскость Q двух различных перпендикуляров. Значит, AB сливается с AC.

350. Теорема. Пересечение (AB, черт. 270.) двух плоскостей (P и Q), перпендикулярных к третьей плоскости (R), есть перпендикуляр к этой плоскости.
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Черт. 270.

Через какую-нибудь точку A линии пересечения вообразим перпендикуляр к плоскости R. Этот перпендикуляр должен лежать в плоскости Q, и в плоскости P (349). Значит, он сольется с AB.

Угол двух непересекающихся прямых.

351. Мы видели (319), что в пространстве могут быть взяты такие прямые, которые не пересекаются, и в то же время не параллельны, так как не лежат в одной плоскости. Для таких прямых дадим следующее 

Определение. Углом двух непересекающихся прямых (AB и СD, черт. 271), с заданным положением и направлением, называется угол ( MON), который получится, если из произвольной точки пространства (O) проведем прямые (OM и ON), соответственно параллельные данным прямым (AB и СD) и одинаково с ними направленные.
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Черт. 271.

Величина угла MON не зависит от положения точки O. В самом деле, если построим указанным путем угол M1O1N1 при какой-нибудь другой точке O1, то (MON = (M1O1N1 , так как эти углы имеют соответственно параллельные и одинаково направленные стороны (338).

Угол прямой с плоскостью.

352. Определение. Когда прямая (AB, черт.272) наклонна к плоскости (P), то ее углом с этой плоскостью называют угол (ABС), составленный наклонной (AB) с ее проекцией (BC).
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Черт. 272.

Этот угол есть наименьший из всех углов, которые наклонная образует с прямыми, проведенными на плоскости P через основание наклонной.

Докажем, например, что 
(ABС меньше (ABD. 

Для этого отложим BD=BC и соединим D с A.

У треугольников ABС и ABD две стороны одного равны соответственно двум сторонам другого, но третьи стороны не равны, а именно AD>AC (наклонная больше перпендикуляра).

Вследствие этого (ABD больше (ABС (54).

_________

ГЛАВА 5.

Многогранные углы.

353. Определение. Возьмем несколько углов (черт. 273) : ASB, BSC, СSD..., которые, примыкая последовательно один к другому, расположены в одной плоскости вокруг общей вершины S.
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Черт. 273.




Черт.274.

Повернем плоскость угла ASB вокруг общей стороны SB так, чтобы эта плоскость составила некоторый двугранный угол с плоскостью BSC.

Затем, не изменяя получившегося двугранного угла, повернем его вокруг прямой SС так, чтобы плоскость BSC составила некоторый двугранный угол с плоскостью СSD.

Продолжаем такое последовательное вращение вокруг каждой общей стороны.

Если при этом последняя сторона SF совместится с первой стороной SA, то образуется фигура (черт 274), которая вместе с частью пространства, ограниченной плоскостями, называется многогранным углом.

Углы ASB, BSC... называются плоскими углами или гранями,

стороны их SA, SB... называются ребрами,

а общая вершина S - вершиной многогранного угла.

Каждому ребру соответствует свой двугранный угол. Поэтому в многогранном угле столько двугранных углов и столько плоских, сколько в нем всех ребер.

Наименьшее число граней в многогранном угле три. Такой угол называется трехгранным. Могут быть углы четырехгранные, пятигранные и т.д.

Многогранный угол (черт. 274) обозначается или одной буквой S, поставленной у вершины, или же рядом букв SABСDE, из которых первая обозначает вершину, а прочие - ребра по порядку их расположения.

Многогранный угол называется выпуклым, если он весь расположен по одну сторону от каждой своей грани. Таков угол, изображенный на чертеже 274.

Угол на чертеже 275 нельзя назвать выпуклым, так как он расположен по обе стороны от грани ASB , или грани BSC.
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Черт. 275.

Если все грани многогранного угла пересечем плоскостью, то в сечении образуется многоугольник (abcde, черт. 274 и 275). В выпуклом угле этот многоугольник тоже выпуклый.

Мы будем рассматривать только выпуклые многогранные углы.

354. Теорема. В трехгранном угле каждый плоский угол меньше суммы двух других углов.
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Черт. 276.

Пусть в угле SABС (черт.276) наибольший из плоских углов есть ASС.

Докажем, что даже этот наибольший угол меньше суммы двух остальных.

Отложим на угле ASС часть ASD, равную ASB.

Проведем в плоскости угла ASС какую-нибудь прямую AC, пересекающую SD в некоторой точке D.

Отложим SB=SD.

Соединив B с A и С, получим (ACB, в котором:

AD + DС < AB + BC

Треугольники ASD и ASB равны, так как они содержат по равному углу, заключенному между равными сторонами.

Следовательно, AD=AB.

Поэтому в выведенном неравенстве можно отбросить равные части AD и AB, после чего получим:

DС < BC

Теперь замечаем, что у треугольников SСD и SCB две стороны одного равны двум сторонам другого, а третьи стороны неравны. В таком случае против большей из этих сторон лежит больший угол (54), значит:

(СSD < (СSB

Приложив к левой части этого неравенства угол ASD, а к правой равный ему угол ASB, получим неравенство, которое требовалось доказать:

( ASС < (ASB + (СSB

Следствие. Отняв от обеих частей последнего неравенства по углу ASB или по углу СSB, получим:

(ASС - (ASB  < (СSB

(ASС - (СSB  < (ASB

Так как, кроме того, угол ASС, наибольший из трех углов, конечно, больше разности двух других углов, то заключаем:

В трехгранном угле каждый плоский угол больше разности двух других углов.

355. Теорема. В выпуклом многогранном угле сумма всех плоских углов меньше 4d.
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Черт. 277.

Пересечем грани (черт.277) выпуклого угла SABСDE какой-нибудь плоскостью. В сечении получим выпуклый n - угольник ABСDE.

Применяя теорему предыдущего параграфа к каждому из трехгранных углов, образовавшихся при точках A, B, С, D и E, находим:

ABС < ABS + SBC ;   BCD < BCS + SСD ; ...

Сложим почленно все эти неравенства. Тогда в левой части получим сумму всех углов многоугольника ABСDE, которая равна 2dn – 4d (85), а в правой - сумму углов треугольников ASB, BSC ... кроме тех углов, которые лежат при вершине S.

Обозначив сумму этих последних углов буквой x, после сложения получим:

2dn – 4d < 2dn - x

Откуда:   x < 4d

____________

Равенство техгранных углов.

356. Дополнительный угол. 
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Черт. 278.

Из вершины S (черт.278) трехгранного угла SABС восставим к грани ASB перпендикуляр SС1 , напрвляя его в ту сторону от этой грани, в которой расположено противоположное ребро СS.

Подобно этому проведем перпендикуляр   SA1 к грани BSC  и   SB1 к грани ASС.

Трехгранный угол, у которого ребрами служат прямые SA1, SB1 и SС1 называется дополнительным для угла SABС.

Заметим, что если для угла SABС дополнительным углом служит угол SA1B1С1 , то и наоборот:   для угла SA1B1С1 дополнительным углом будет SABС.

Действительно, плоскость SA1B1 , проходя через перпендикуляры к плоскостям BSC и ASС, перпендикулярна к ним обеим а следовательно и к линии их пересечения SС.

Значит, прямая SС есть перпендикуляр к грани SA1B1 и, кроме того, она расположена по ту же сторону от этой грани, по которую лежит противоположное ребро SС1.

Подобно этому убедимся, что прямые SB и SA соответственно перпендикулярны к граням SA1С1 и SB1С1 и расположены по ту сторону от них, по которую лежат ребра SB1 и SA1. Значит, углы SABС и SA1B1С1 взаимно дополнительны. 

357. Лемма1. Если два трехгранных угла взаимно дополнительны, то плоские углы одного служат дополнением до 2d к противоположным двугранным углам другого.

Каждый плоский угол одного из взаимно дополнительных трехгранных углов образован двумя перпендикулярами, восставленными к граням противоположного двугранного угла другого трехгранного, из одной точки его ребра.
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Черт. 279.

Заметив это и приняв во внимание направление перпендикуляров, возьмем какой-нибудь двугранный угол AB (черт.279) и из произвольной точки B его ребра восставим перпендикуляры: BE к грани AD  и  BF к грани AC, и затем через BE и BF вообразим плоскость, которая должна быть перпендикулярна к ребру AB (348, 350).

Пусть пересечения этой плоскости с гранями угла AB будут прямые BC и BD. Тогда угол    CBD должен быть линейным углом двугранного AB.

Так как стороны угла EBF соответственно перпендикулярны   к сторонам угла CBD и эти углы неравны, то сумма их равна 2d (82). Что и требовалось доказать.

358. Лемма 2. Равным трехгранным углам соответствуют равные дополнительные углы и наоборот.

Равные трехгранные углы при вложении совмещаются. Поэтому совмещаются и те перпендикуляры, которые образуют ребра дополнительных углов. Значит, дополнительные углы также совмещаются.

Обратно: Если совмещаются дополнительные углы, то совмещаются и данные углы.

359. Теоремы. Трехгранные углы равны, если они имеют:

1, по равному двугранному углу, заключенному между двумя соответственно равными и одинаково расположенными плоскими углами;

или 2, по равному плоскому углу, заключенному между двумя соответственно равными и одинаково расположенными двугранными углами;

или 3, по три соответственно равных и одинаково расположенных плоских угла;

или 4, по три соответственно равных и одинаково расположенных двугранных угла.
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Черт. 280.

1. Пусть S и S1 два трехгранных угла (черт.280), у которых (ASB=(A1S1B1 , (ASС=(A1S1С1   и   двугр. ( AS = двугр.(A1S1.

Вложим (S1 в (S так, чтобы у них совпали: точка S1 с S,   прямая S1A1 с SA и плоскость A1S1B1 с ASB.

Тогда 
ребро S1B1 пойдет по SB (по равенству углов A1S1B1 и ASB),

плоскость A1S1С1 пойдет по ASС (по равенству двугранных углов), и ребро S1С1 по SС     (по равенству углов A1S1С1 и ASС).

Таким образом, трехгранные углы совместятся всеми своими ребрами, т.е. они будут равны.

2. Второй признак доказывается вложением подобно первому.

3. Пусть S и S1 (черт. 281) два терхгранных угла, у которых плоские углы одного равны соответственно плоским углам другого, и, кроме того, равные углы одинаково расположены.
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Черт. 281.

Отложим на всех ребрах произвольные, но равные отрезки SA=SB=SС=S1A1=... и построим треугольники ABS и A1B1S1 .

Из равенства треугольников ABS и A1B1S1  находим AB=A1B1 .

Подобно этому из равенства других боковых треугольников выводим: 

AC=A1С1 и BC=B1С1 .

Следовательно (ABС=(A1B1С1 . 

Опустим на плоскости этих треугольников перпендикуляры SO и S1O1.

Так как наклонные SA, SB и SС равны, то должны быть равны и их проекции OA, OB и OС. 

Значит, точка O есть центр круга, описанного около тр-ка ABС.

Точно также точка O1 есть центр круга, описанного около тр-ка A1B1С1.

У равных треугольников радиусы описанных кругов равны: значит OB = O1B1.

Поэтому (SBO=(S1B1O1 (по гипотенузе и катету), и следовательно, OS=O1S1.

Вложим теперь фигуру S1A1B1С1 в фигуру SABС так, чтобы равные треугольники A1B1С1 и ABС совместились. Тогда совместятся описанные окружности, и, следовательно, их центры O1 и O.

Вследствие этого перпендикуляр O1S1 пойдет по OS и точка S1 упадет в S.

Таким образом, трехгранные углы совместятся всеми своими ребрами, т.е. они равны.

4. Четвертый признак легко доказывается при помощи дополнительных углов. Если у двух трехгранных углов соответственно равны и одинаково расположены двугранные углы, то у дополнительных углов соответственно равны и одинаково расположены плоские углы. (357).

Следовательно, дополнительные углы равны, а если равны дополнительные, то равны и данные углы (358).

360. Симметричные многогранные углы. Как известно, вертикальные углы равны, если речь идет об углах, образованных прямыми или плоскостями.
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Черт. 282.

Посмотрим, применима ли эта истина к углам многогранным.

Продолжим (черт.282) все ребра угла SABСDE за вершину. Тогда образуется другой многогранный угол SA1B1С1D1E1 , который можно назвать вертикальным по отношению к первому углу.

Нетрудно увидеть, что у обоих углов равны соответственно и плоские углы, и двугранные. Но те и другие расположены в обратном порядке.

Действительно, если мы вообразим наблюдателя, который смотрит извне многогранного угла на его вершину, то ребра SA, SB, SС, SD, SE, будут казаться ему расположенными против движения часовой стрелки, тогда как смотря на угол SA1B1С1D1E1 , он увидит ребра  SA1, SB1, … расположенными по движению часовой стрелки.

Многогранные углы с соответственно равными плоскими и двугранными углами, но расположенными в обратном порядке, вообще не могут совместиться при вложении. Значит они не равны. Такие углы называют симметричными.
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