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КНИГА 2

МНОГОГРАННИКИ.

ГЛАВА 1.

Свойства параллелепипеда и пирамиды.

361. Многогранник. Многогранником называется тело, ограниченное со всех сторон плоскостями.

Многоугольники, образованные пересечением этих плоскостей, называются гранями, их стороны - ребрами, а вершины - вершинами многогранника. Прямые, соединяющие какие-нибудь две вершины, не принадлежащие к одной грани, называются диагоналями.


Мы будем рассмотривать только выпуклые многогранники, т.е. такие, которые расположены по одну сторону от каждой своей грани.


Наименьшее число граней в многограннике четыре. Такой многогранник получается от пересечения трехгранного угла какой-нибудь плоскостью.

362. Призма. Призмой называется многогранник, у которого две грани - равные многоугольники с соответственно параллельными сторонами, а все остальные грани - параллелограммы.
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Черт. 283.

Чтобы показать возможность существования такого многогранника, возьмем (черт.283) какой-нибудь многоугольник ABCDE и через его вершины проведем ряд параллельных прямых, не лежащих в его плоскости. Взяв затем на одной из этих прямых произвольную точку A1, проведем через нее плоскость, параллельную плоскости ABCDE, через каждые две последовательные параллельные прямые также проведем плоскости.

Пересечение всех этих плоскостей определит многогранник ABCDEA1B1С1D1E1, удовлетворяющий определению призмы.

Действительно, параллельные плоскости ABCDE и A1B1С1D1E1 пересекаются боковыми плоскостями по параллельным прямым (332). Поэтому фигуры AA1E1E, EE1D1D и т.д. параллелограммы. С другой стороны у многоугольников ABCDE и A1B1С1D1E1 равны соответственно стороны (как противоположные стороны параллелограммов) и углы (как углы с параллельными и одинаково направленными сторонами). 

Следовательно, эти многоугольники равны.

Параллельные многоугольники  ABCDE и A1B1С1D1E1 называются основаниями призмы.

Перпендикуляр OO1 , опущенный из какой-нибудь точки одного основания на другое, называется высотой призмы.

Параллелограммы называются боковыми гранями призмы, а их стороны, соединяющие соответственные вершины оснований - боковыми ребрами.

У призмы все боковые ребра равны, как отрезки параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями.

Призма называется прямой или наклонной, смотря по тому, будут ли ее боковые ребра перпендикулярны или наклонны к основаниям. У прямой призмы боковые грани - прямоугольники. За высоту такой призмы можно принять боковое ребро.
Призма называется правильной, если ее основания - правильные многоугольники.

У такой призмы все боковые грани - равные прямоугольники (черт. 284).

Призмы бывают: треугольные, четырехугольные и т.д., смотря по тому, лежит ли в основании треугольник, четырехугольник и т.д.

Черт. 284.

363. Параллелепипед. Так называют призму, укоторой основаниями служат параллелограммы (черт.285).

Параллелепипеды могут быть прямые и наклонные. 

Прямой параллелепипед называется прямоугольным, если его основания - прямоугольники (черт. 286).




Черт. 285.


Черт. 286.

Из этих определений следует:

1, у параллелепипеда все шесть граней параллелограммы;

2, у прямого параллелепипеда четыре боковые грани прямоугольники, а два основания - параллелограммы;

3, у прямоугольного параллелепипеда все шесть граней прямоугольники.

Три ребра прямоугольного параллелепипеда, сходящиеся в одной вершине, называются его измерениями. Одно из них можно рассматривать, как длину, другое , как ширину, а третье, как высоту. 

Прямоугольный параллелепипед, имеющий равные измерения, называется кубом. У куба все грани - квадраты.

364. Пирамида. Пирамидой называется многогранник, у которого одна грань, называемая основанием, есть какой-нибудь многоугольник, а все остальные грани, называемые боковыми,- треугольники, имеющие общую вершину.

[image: image2.jpg]




Черт. 287.


Черт. 288.


Черт.289.

Чтобы получить пирамиду, достаточно какой-нибудь многогранный угол S (черт.287.) пересечь произвольной плоскостью ABCD.

Общая вершина S боковых треугольников называется вершиной пирамиды, а перпендикуляр SO, опущенный из вершины на основание - высотой пирамиды.

Обыкновенно, обозначая пирамиду буквами, пишут сначала ту, которая поставлена у вершины, например: SABCD (черт. 287).

Пирамиды бывают: треугольные, четырехугольные и т.д., смотря по тому, лежит ли в основании треугольник, четырехугольник и т.д.

Треугольная пирамида (черт. 288) называется иначе тетраэдром. У такой пирамиды все четыре грани треугольники.

Пирамида называется правильной, если:

во 1, ее основание есть правильный многоугольник, и,

во 2, высота проходит через центр этого многоугольника.

В правильной пирамиде все боковые ребра равны между собой (как наклонные с равными проекциями). Поэтому все боковые грани правильной пирамиды - равные равнобедренные треугольники.

Высота SM (черт. 289) какого-либо одного из этих треугольников называется апофемой. Все апофемы в одной пирамиде равны.

365. Усеченная пирамида. Отрезок пирамиды (черт. 290), заключенный между основанием (ABCDE) и секущей плоскостью (A1B1С1D1E1), параллельной основанию, называется усеченной пирамидой.
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Черт. 290.

Параллельные многоугольники называются основаниями, а расстояние между ними OO1 - высотой.

Усеченная пирамида называется правильной, если она составляет отрезок правильной пирамиды.

Равенство призм и пирамид.

366. Теорема. Две призмы или пирамиды равны, если основание и боковая грань одной и основание и боковая грань другой соответственно равны, одинаково наклонены и расположены.
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Черт. 291.




Черт. 292.

Пусть в двух призмах (черт.291) соответственно равны и одинаково расположены основания и боковые грани AD и A1D1 и, сверх того, равны двугранные углы AB и A1B1 .

Вложим одну призму в другую так, чтобы у них совпали равные основания. Тогда по равенству двугранных углов грань A1D1 пойдет по AD, а так как эти грани равны и одинаково расположены, то они совпадут.  Но тогда совпадут и верхние основания (как параллельные и равные нижним основаниям), т.е. призмы совместятся.

То же доказательство применяется и к пирамидам (черт.292). 

Свойства граней и диагоналей параллелепипеда.

367. Теорема. Во всяком параллелепипеде противоположные грани равны и параллельны.
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Черт. 293.

Так, грани (черт. 293) BB1С1С и AA1D1D параллельны, потому, что две пересекающиеся прямые BB1 и B1С1 одной грани параллельны двум пересекающимся прямым AA1 и A1D1 другой (331,2). Эти грани и равны, так как B1С1=A1D1,  B1B=A1A (как противоположные стороны параллелограммов) и (BB1С1=(AA1D1 (338).

368. Теорема. Во всяком параллелепипеде все четыре диагонали пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам.
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Черт.294.

Возьмем (черт. 294) в параллелепипеде какие-нибудь две диагонали, например, AС1 и DB1 , и проведем прямые AB1 и DС1. 

Так как ребра AD и B1С1 соответственно равны и параллельны ребру BС , то они равны и параллельны между собой.

Вследствие этого фигура  ADС1B1 есть параллелограмм (97,2), в котором С1A и DB1 - диагонали, а в параллелограмме диагонали пересекаются пополам.

Это доказательство можно повторить о каждых двух диагоналях.

Поэтому диагональ AC1 пересекается с BD1 пополам,  диагональ BD1 с A1С пополам.

Таким образом, все диагонали пересекаются пополам и , следовательно, в одной точке.

369. Теорема. В прямоугольном параллелепипеде квадрат любой диагонали равен сумме квадратов трех его измерений.
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Черт. 295.

Пусть (черт. 295) AC1 есть какая-нибудь диагональ прямоугольного параллелепипеда. 

Проведя AC, получим два треугольника: AC1С и ACB. Оба они прямоугольные: 

первый потому, что параллелепипед прямой, и следовательно, ребро СС1 перпендикулярно к основанию,

второй потому, что параллелепипед прямоугольный, значит в основании его лежит прямоугольник.

Из этих треугольников находим:

AC21= AC2 + СС21    и   AC2=AB2 + BC2  

Следовательно, AC21= AB2 + BC2+ СС21 = AB2 + AD2 + AA21
370. Следствие. В прямоугольном параллелепипеде все диагонали равны.

__________

Свойства параллельных сечений в пирамиде.

371. Теоремы. Если пирамида пересечена плоскостью, параллельной основанию, то:

1, боковые ребра и высота делятся этой плоскостью на пропорциональные части;

2, в сечении получается многоугольник (abcde) , подобный основанию;

3, площади сечения и основания относятся, как квадраты их расстояний от вершины.
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Черт. 296.

1.Прямые ab и AB можно рассматривать, как пересечения двух параллельных плоскостей (основания и секущей) третьей плоскостью ASB.

Пэтому ab((AB (332). По той же причине bс((BC, cd((СD ...  и am((AM.

Вследствие этого (392):

	Sa

aA
	=
	Sb

bB
	=
	Sс

сС
	=
	…
	=
	Sm
mM


2. Из подобия тр-ков ASB  и  aSb , затем BSС и bSс  и т.д., выводим:

	AB

ab
	=
	BS

bS
	;
	BS

bS
	=
	BC

bс
	;        откуда:
	AB

ab
	=
	BC

bс


	BC

bс
	=
	СS

сS
	;
	СS

сS
	=
	СD

сd
	;        откуда:
	BC

bс
	=
	СD
сd


Так же докажем пропорциональность остальных сторон мн-ков ABCDE и abcde.

Так как сверх того, у этих мн-ков равны соответственно углы (как образованные параллельными и одинаково направленными сторонами), то они подобны. 

3. Площади подобных многоугольников относятся, как квадраты сходственных сторон. Поэтому:

	площ.ABCDE

площ.abcde
	=
	AB2
ab2
	=
	(
	AB

ab
	)
	2


Но

	AB

ab
	=
	AS

as
	=
	MS

ms


Значит:

	площ.ABCDE

площ.abcde
	=
	(
	MS

mS
	)
	2
	=
	MS2
mS2


372. Следствие. У правильной усеченной пирамиды верхнее основание есть правильный многоугольник, а боковые грани - равные и равнобедренные трапеции (см. черт. 290).

Высота какой-нибудь из этих трапеций называется апофемой правильной усеченной пирамиды.

373. Теорема. Если две пирамиды с равными высотами рассечены на одинаковом расстоянии от вершины плоскостями параллельными основаниям, то площади сечений пропорциональны площадям оснований.
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Черт. 297.

Пусть (черт. 297) B и B1 площади оснований двух пирамид, H высота каждой из них, b и b1 площади сечений плоскостями, параллельными основаниям и удаленным от вершин на одно и то же расстояние h.

Согласно предыдущей теореме мы будем иметь:

	b

B
	=
	h2

H2
	и
	b1

B1
	=
	h2

H2


Откуда:

	b

B
	=
	b1

B1
	или
	b
b1
	=
	B
B1


374. Следствие. Если B=B1 , то b=b1 , т.е. если у двух пирамид с равными высотами основания равновелики, то равновелики и сечения, равноотстоящие от вершины.

ГЛАВА 2.

Боковая поверхность призмы и пирамиды.

375. Теорема. Боковая поверхность призмы равна произведению периметра перпендикулярного сечения на боковое ребро.
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Черт. 298.

Перпендикулярным сечением (черт.298) называется многоугольник abcd, получаемый от пересечения призмы плоскостью, перпендикулярной к боковым ребрам. Стороны этого многоугольника перпендикулярны к ребрам.

Боковая поверхность призмы есть сумма площадей параллелограммов. В каждом из них за основание можно взять боковое ребро, а за высоту сторону перпендикулярного сечения. Поэтому:

Бок. пов. = AA1 . ab + BB1. bс + СС1. сd + DD1. da = (ab+bс+сd+da)  . AA1

376. Следствие. Боковая поверхность прямой призмы равна произведению периметра основания на высоту, потому что в такой призме за перпендикулярное сечение можно взять само основание, а боковое ребро ее равно высоте.

377. Теорема. Боковая поверхность правильной пирамиды равна произведению периметра основания на половину апофемы.
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Черт. 299.

Пусть (черт.299) SABCDE есть правильная пирамида и SM ее апофема.

Боковая поверхность этой пирамиды есть сумма площадей равных равнобедренных тр-ков.

Площадь одного из них, например ASB, равна AB . 1/2SM.

Если всех треугольников n, то боковая поверхность выразится:

AB . 1/2SM . n = (AB . n) . 1/2SM , где AB . n есть периметр основания, а SM апофема.

378. Теорема. Боковая поверхность правильной усеченной пирамиды равна произведению полусуммы периметров обоих оснований на апофему.

Эта поверхность есть сумма площадей равных трапеций. Площадь одной из них, например AabB (черт. 299) , равна   1/2 (AB + ab) . Mm (280) . Если число всех трапеций есть n, то

	бок. пов. =
	AB+ab

2
	.
	Mm . n
	=
	AB . n + ab . n

2
	.
	Mm


где AB . n  и  ab . n   - периметры нижнего и верхнего оснований.

__________

ЗАДАЧИ.

327. Высота прямой призмы, основание которой - правильный треугольник, равна 12 метрам, сторона основания 3 метра. Вычислить полную поверхность призмы.

328. Полная поверхность прямоугольного параллелепипеда 1714 м2 , а неравные стороны основания равны 25м  и 14 м. Вычислить боковую поверхность и боковое ребро.

329. В прямоугольном параллелепипеде с квадратным основанием и высотой р проведена секущая плоскость через два противоположных боковых ребра. Вычислить полную поверхность параллелепипеда, зная, что площадь сечения равна S.

330. Правильная шестиугольная пирамида имеет сторону основания а и высоту h. Вычислить боковое ребро, апофему, боковую поверхность и полную поверхность.

331. Вычислить полную поверхность и высоту треугольной пирамиды, у которой каждое ребро равно а.

332. Правильная шестиугольная пирамида, у которой высота 25 см, а сторона основания 5 см, рассечена плоскостью, параллельной основанию. Вычислить расстояние этой плоскости от вершины пирамиды, зная, что площадь сечения равна (3 см2 .

333. Высота усеченной пирамиды с квадратным основанием равна р, сторона нижнего основания а ,  а верхнего b . Найти полную поверхность усеченной пирамиды.

334. Высота усеченной пирамиды равна 6, а площади оснований 18 и 8 . Пирамида рассечена плоскостью, параллельной основаниям и делящей высоту пополам. Вычислить площадь сечения.

_____________

ГЛАВА 3.

Объем призмы и пирамиды.

379. Объем. Часть пространства, занимаемая геометрическим телом, называется объем этого тела.

Объем тела мы можем рассматривать, как величину, если примем следующие допущения.

1. Равные тела, т.е. совмещающиеся при вложении, имеют равные объемы, независимо от их положения в пространстве.
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Черт. 300.

2. Объем какого-нибудь тела (например параллелепипеда, изображенного на чертеже 300), состоящего из частей (P и Q), принимается за сумму объемов этих частей, и, следовательно, в случае двух частей, объем каждой части рассматривается, как разность между целым объем и объем другой его части.

Сумме объемов, как всякой сумме, приписывают свойство переместительности, т.е. она не зависит от расположения слагаемых.

Из этих двух допущений следует:

а) Тела (например , изображенные на черт.300), состоящие из частей (P и Q), соответственно равных, но расположенных неодинаково, имеют одинаковые объемы, так как объемы эти - суммы соответственно равных слагаемых.

в) Тела, объемы которых можно рассматривать, как разности объемов равных тел, имеют одинаковые объемы. Мы вскоре встретим такой случай (385). 

Два тела, хотя бы и не совмещающиеся, но имеющие равные по величине объемы, называются равновеликими.

380. Единица объема. За единицу объемов, при измерении их берут объем такого куба, у которого каждое ребро равно линейной единице. Так употребительны: мм3, см3, дм3, м3...

Измерение объемов только в редких случаях может быть выполнено непосредственно. Большей частью объемы приходится измерять косвенно, посредством измерения некоторых линий тела.

Объем прямоугольного параллелепипеда.

381. Лемма1. Объемы прямоугольных параллелепипедов, имеющих равные основания, относятся, как их высоты.

Если прямоугольные параллелепипеды имеют равные основания, то их можно вложить один в другой.
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Черт. 301.

Пусть AG и AP (черт.301) два таких параллелепипеда. Рассмотрим два случая.

1. Высоты BF и BN соизмеримы.

Пусть общая мера высот содержится m раз в BF и n раз в BN.

Проведем через точки деления ряд плоскостей, параллельных основанию.

Тогда параллелепипед AG разделится на m, а пар-д AP на n равных частей.

Таким образом мы получим:

	BF

BN
	=
	m

n
	и
	Объем AG

Объем AP
	=
	m

n


Следовательно:

	Объем AG

Объем AP
	=
	BF

BN


2. Высоты BF и BN несоизмеримы.

Разделим BN на n равных частей и одну часть отложим на BF столько раз, сколько можно.

Пусть 1/n доля BN содержится в BF более m раз, но менее m+1 раз.

Тогда, проведя попрежнему ряд плоскостей, параллельных основанию, мы разделим пар-д AP на n таких равных частей, каких в пар-де AG содержится более m, но менее m+1.

Следовательно:

	прибл.отн.
	BF
BN
	=
	m

n
	и   прибл.отн.
	об. AG

об. AP
	=
	m

n


Таким образом, приближенные отношения, вычисленные с произвольной, но одинаковой точностью, равны. А в этом и состоит равенство несоизмеримых отношений.

382. Лемма2. Объемы прямоугольных параллелепипедов, имеющих равные высоты, относятся как площади их оснований.
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Черт. 302.

Пусть (черт.302) P и P1 два прямоугольных параллелепипеда. Обозначим неравные основания одного из них через a и b, а другого через a1 и b1.

Возьмем вспомогательный прямоугольный параллелепипед Q, у которого высота такая же, как у данных тел, а основанием служит прямоугольник со сторонами a и b1.

У пар-дов P и Q передние грани равны. Если примем эти грани за основания, то высоты будут b и b1, и следовательно (381):

	Объем P
Объем Q
	=
	b
b1
	[1 ]




У пар-дов Q и P1 боковые грани равны. Если примем эти грани за основания, то высоты будут  a и a1, и следовательно:

	Объем Q

Объем P1
	=
	a
a1
	[2 ]


Перемножив равенства [1]  и  [2]  , найдем:

	Объем P
Объем P1
	=
	ab
a1b1


Так как ab выражает площадь основания пар-да P, а a1b1 - площадь основания пар-да P1 , то лемма доказана.

383. Теорема. Объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту.
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Черт. 303.

Пусть (черт. 303) P есть прямоугольный параллелепипед, а P1  какая-нибудь кубическая единица.

Обозначим площадь основания и высоту первого через B и H , а второго через B1 и H1.

Возьмем вспомогательный прямоугольный параллелепипед Q, у которого площадь основания B1, а высота H.

Сравнивая P с Q , а затем Q с P1, находим (382 и 381) :

	Об. P
Об. Q
	=
	B
B1
	и   
	об. Q

об. P1
	=
	H

H1


Перемножив эти равенства, получим:

	Об. P
Об. P1
	=
	B

B1
	.  
	H

H1


Отношения, входящие в это равенство есть числа, выражающие объем, площадь основания и высоту данного параллелепипеда в соответствующих кубических, квадратных и линейных единицах. Поэтому последнее равенство можно выразить так: 

Число, выражающее объем прямоугольного параллелепипеда, равно произведению чисел, выражающих площадь основания и высоту в соответствующих единицах.

Это выражают сокращенно так: объем прямоугольного параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту, т.е.

V = BH ,

где под V, B и H разумеются числа, выражающие в соответствующих единицах объем, площадь основания и высоту прямоугольного параллелепипеда.

Обозначая буквами a, b и с три измерения прямоугольного пар-да (выраженные в числах), можем написать:

V = abс

потому что площадь основания выражается произведением двух из этих измерений, а высота равна третьему измерению.

384. Следствия.

1. Объем куба равен третьей степени его ребра.

2. Отношение двух кубических единиц равно третьей степени отношения соответствующих линейных единиц.

Так, отношение м3   к   дм3  равно 103 , т.е. 1000.

Объем всякого параллелепипеда.

385. Лемма. Наклонная призма равновелика такой прямой призме, у которой основание равно перпендикулярному сечению наклонной призмы, а высота - ее боковому ребру.
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Черт.304.

Через какую-нибудь точку a (черт.304) одного из боковых ребер наклонной призмы A1d проведем перпендикулярное сечение abcde. Затем продолжим все боковые грани вниз, отложим aa1=AA1 и через точку a1 проведем перпендикулярное сечение a1b1с1d1e1 .

Так как плоскости двух сечений параллельны, то части боковых ребер, заключенные между ними, равны, т.е.

bb1 = сс1 = dd1 = ee1 = aa1 = AA1 

(336)  .

Вследствие этого многогранник a1d есть прямая призма, у которой основанием служит перпендикулярное сечение, а высота (или, что то же самое, боковое ребро) равна боковому ребру наклонной призмы.

Докажем, что наклонная призма равновелика прямой призме.

Для этого предварительно убедимся, что многогранники  aD и a1D1 равны.

Основания их abcde и a1b1с1d1e1 равны, как основания призмы a1d.

С другой стороны, отняв от обеих частей равенства A1A = a1a по одной и той же прямой A1a , получим aA = a1A1.

Подобно этому: bB = b1B1 , сС = с1С1 и т.д.

Вообразим теперь, что многогранник aD вложен в a1D1 так, чтобы основания их совпали. Тогда боковые ребра, будучи перпендикулярны к основаниям и соответственно равны, также совпадут.

Поэтому многогранник aD совместится с a1D1. Значит, эти тела равны.

Теперь заметим, что если от целого многогранника a1D  , отнимем часть aD , то получим прямую призму. А если от того же многогранника отнимем часть a1D1 , то получим наклонную призму. 

Из этого следует, что эти две призмы равновелики, так как объемы их представляют собой разности объемов равных тел.

386. Теорема. Объем параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту.

Ранее мы доказали эту теорему для параллелепипеда прямоугольного, теперь докажем ее для параллелепипеда прямого, а потом наклонного.
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Черт.305.

1. Пусть (черт. 305) AC1 прямой пар-д, т.е. такой, у которого основание ABCD какой-нибудь параллелограмм, а все боковые грани - прямоугольники.

Возьмем в нем за основание грань AA1B1B. Тогда параллелепипед будет наклонный.

Рассматривая его , как частный случай наклонной призмы, мы, на основании леммы предыдущего параграфа, можем утверждать, что этот пар-д равновелик такому прямому, у которого основание есть перпендикулярное сечение MNPQ , а высота BC.

Четырехугольник MNPQ есть прямоугольник, потому что его углы служат линейными углами прямых двугранных углов. Поэтому прямой параллелепипед, имеющий это основание должен быть прямоугольным, и, следовательно, его объем равен произведению площади основания MNPQ на высоту BC.

Но площадь MNPQ равна MN . MQ. Значит:

Объем AC1 = MN . MQ . BC

Произведение MQ . BC выражает площадь параллелограмма ABCD. Поэтому:

Объем AC1 = (площ.ABCD ) . MN
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Черт. 306

2. Пусть (черт.306) AC1 есть пар-д наклонный. Он равновелик такому прямому, у которого основанием служит перпендикулярное сечение MNPQ , а высотой ребро BC .

Но, по доказанному, объем прямого параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту. Значит:

Объем AC1 = (площ.MNPQ ) . BC

Если RS есть высота сечения MNPQ, то площадь MNPQ е MQ . RS. Поэтому:

Объем AC1 = MQ . RS . BC

Произведение BC . MQ выражает площадь параллелограмма ABCD. Следовательно:

Объем AC1 = (площ.ABCD ) . RS

Т.е. объем всякого параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту.

387. Следствие. Если V , B и H - числа, выражающие в соответствующих единицах объем, площадь основания и высоту какого - нибудь паралллелепипеда, то можем написать:

V = BH

___________

Объем призмы.

388. Теорема. Объем призмы равен произведению площади основания на высоту.

Сначала докажем эту теорему для треугольной призмы, а потом для многоугольной.
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Черт. 307.

1. Проведем (черт. 307) через ребро AA1 треугольной призмы ABСA1B1С1 плоскость, параллельную грани BB1С1С , а через ребро СС1 плоскость параллельную грани AA1B1B.

Затем продолжим плоскости обоих оснований призмы до пересечения с ранее проведенными плоскостями. Тогда мы получим параллелепипед BD1, который диагональной плоскостью AA1С1С делится на две треугольные призмы (из них одна есть данная).

Докажем, что эти призмы равновелики.

Для этого проведем перпендикулярное сечение abcd. В сечении получится параллелограмм, который диагональю aс делится на два равных треугольника.

Данная призма равновелика такой прямой призме, у которой основание есть ( abс , а высота - ребро AA1 (385) .

Другая треугольная призма равновелика такой прямой , у которой основание есть ( adс , а высота - ребро AA1 .

Но две прямые призмы с равными основаниями и равными высотами равны (потому что при вложении они совмещаются).

Значит, призмы ABС A1B1С1 и ADС A1D1С1 равновелики. Из этого следует, что объем данной призмы составляет половину объема параллелепипеда BD1 . Поэтому, обозначая высоту через H , получим (386) :

	Об.тр.призмы =
	1

2
	(площ.ABCD)H =
	(
	12
	площ. ABCD
	)
	H  =


= (площ.ABС) H
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Черт. 308.

2. Проведем через ребро AA1 многоугольной призмы (черт.308) диагональные плоскости AA1С1С и AA1D1D . Тогда данная призма рассечется на несколько треугольных призм.

Сумма объемов этих призм составляет искомый объем.  Если обозначим площади их оснований через b1, b2  и  b3 , а общую высоту через H , то получим:

Об. мн. призмы = b1H + b2H + b3H = (b1 + b2 + b3)H = (площ. ABCDE ) H

389. Следствие. Если V, B  и  H будут числа, выражающие соответствующих единицах объем, площадь основания и высоту призмы, то по доказанному, можем написать:

V = BH

__________

Объем пирамиды.

390. Лемма. Треугольные пирамиды с равновеликими основаниями и равными высотами равновелики.
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Черт. 309.

Разделим (черт.309) высоту каждой из данных пирамид на произвольное число n равных частей и через точки деления проведем ряд плоскостей, параллельных основанию (на чертеже высота, а следовательно и боковые грани разделены на 4 равные части).

Так как по условию основания ABС и A1B1С1 равновелики, то тр-ки получившиеся в сечениях одной пирамиды, соответственно равновелики тр-кам, получившимся в сечении другой пирамиды (374).

Построим в каждой пирамиде ряд внутренних призм таких, чтобы верхними основаниями у них были треугольники сечений, боковые ребра были параллельны ребру SA в одной пирамиде и ребру S1A1  в другой, а высота каждой призмы равнялась бы 1/n  высоты пирамиды.

Таких призм в каждой пирамиде будет  n - 1 .

Объем призм пирамиды S обозначим по порядку, начиная от вершины, p1,p2,p3,...pn - 1  , а объемы призм пирамиды S1 , также по порядку от вершины, через  q1,q2,q3,...qn - 1 

Тогда: 

p1 = q1 , p2 = q2 , p2 = q2 ,…… pт - 1 = qn - 1 ,

потому что у каждой пары соответственных призм основания равновелики и высоты равны. 

Поэтому:

p1 + p2 + p3 + ...+ pn - 1 = q1 + q2 + q3 + ...+ qn - 1
Предположим теперь, что n , т.е. число равных частей, на которые делим высоту пирамид, неограниченно возрастает. Тогда обе части последнего равенства сделаются величинами переменными.

Докажем, что каждая из них стремится в пределе к объему той пирамиды, в которую призмы вписаны. Это достаточно доказать для какой-нибудь одной пирамиды, например для S.

Для этого построим в ней ряд призм, выходящих частью из пирамиды, таких, чтобы нижними основаниями их служили треугольники сечений (и основание пирамиды), высоты были бы равны, по-прежнему, 1/n высоты пирамиды, а боковые ребра параллельны тому же ребру SA. Таких призм будет n.

Обозначим их объемы, начиная от вершины пирамиды, по порядку, через p’1 ,p’2 , p’3 ,….. p’n - 1 , p’т . Нетрудно видеть, что

p’1 = p1 ,  p’2 = p2 , p’3 = p3 ,….. p’n - 1 = pn - 1 .

Поэтому:

(p’1 + p’2 + p’3 +…..+ p’n - 1 + p’n) – (p1 + p2 + p3 + ...+ pn – 1) = p’n
Если объем пирамиды обозначим через V , то, очевидно, что

p’1 + p’2 + p’3 +…..+ p’n > V > p1 + p2 +   ...+ pn - 1
Откуда 
V  - ( p1 + p2 +   ...+ pn – 1) < p’n
При неограниченном увеличении числа n объем призмы p’n стремится к нулю (потому что высота ее стремится к нулю, а основание не изменяется).

Следовательно, разность V  - ( p1 + p2 +   ...+ pn – 1) и подавно стремится к нулю, а это , по определению предела, означает, что

V = пред ( p1 + p2 +   ...+ pn – 1)

Подобно этому можно доказать, что V1 , т.е. объем пирамиды S1 , есть предел переменной суммы q1 + q2 +   ...+ qn - 1 .

Но если две переменные величины, имеющие пределы, всегда остаются равными , то равны и их пределы (248). Поэтому:

V = V1    

что и требовалось доказать.

391. Теорема. Объем пирамиды равен произведению площади основания на треть высоты.
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Черт. 310.

Сначала докажем эту теорему для пирамиды треугольной, а затем многоугольной.

1. На основании треугольной пирамиды SABС (черт.310) построим такую призму ABCDES , у которой высота равна высоте пирамиды, а одно боковое ребро совпадает с ребром SB.

Докажем, что объем пирамиды составляет третью часть объема этой призмы.

Отделим от призмы данную пирамиду. Тогда останется четырехугольная пирамида SADEC (которая для ясности изображена отдельно).

Проведем в ней секущую плоскость через вершину S и диагональ основания DС. 

Получившиеся при этом две треугольные пирамиды имеют общую вершину S и равные основания DEС и DAC , лежащие в одной плоскости.

Значит, согласно доказанной выше лемме, пирамиды SDEС и SDAC равновелики.

Сравним одну из них, например, SDEC , с данной пирамидой.

За основание пирамиды SDEC можно взять (SDE. Тогда ее вершина будет в точке С , и высота равна высоте данной пирамиды.

Так как (SDE = (ABС , то, согласно той же лемме, пирамиды СSDE и SABС равновелики.

Таким образом, сумма объемов трех пирамид, равновеликих данной, составляет объем призмы.

Следовательно:

	Об.SABС =
	1

3
	об.SDEABС = 
	1

3
	(площ. ABС . H) = (площ.ABС)
	H

3


где H обозначает высоту пирамиды.
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Черт. 311.

2. Через какую-нибудь вершину E (черт.311) основания многоугольной пирамиды SABCDE проведем диагонали EB и EС.

Затем через ребро SE и каждую из этих диагоналей проведем секущие плоскости. 

Тогда многоугольная пирамида разобьется на несколько треугольных, имеющих высоту, общую с данной пирамидой.

Обозначив площади оснований треугольных пирамид через b1, b2, b3  и высоту через H , будем иметь:

	Об.SABCDE=
	1

3
	b1H +
	1

3
	b2H +
	1

3
	b3H  = (b1+b2+b3)
	H

3
	=
	


	=  (площ. ABCDE) .
	H

3


392. Следствие. Если V , B  и H означают числа, выражающие в соответствующих единицах объем, площадь основания и высоту какой угодно пирамиды, то
	V  =
	1

3
	BH


____________

Объем усеченной пирамиды и усеченной призмы.

393. Теорема. Объем усеченной пирамиды равен сумме объемов трех пирамид,

имеющих     высоту, одинаковую с высотой усеченной пирамиды,

а основаниями:

одна - нижнее основание усеченной пирамиды,

другая - верхнее основание этой пирамиды , а

третье - среднее пропорциональное между ними.

Сначала докажем эту теорему для треугольной пирамиды, а потом многоугольной.
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Черт. 312.

1. Пусть (черт.312) ABCDEF есть усеченная пирамида.

Отделим от нее секущей плоскостью AEС треугольную пирамиду EABС.

Эта пирамида, имея основание ABС и вершину в E , удовлетворяет требованию теоремы.

Оставшаяся часть есть четырехугольная пирамида EADFС.

Проведя в ней секущую плоскость через точки E, D  и  С , мы разделим ее на две треугольные пирамиды.

Из них одна (СDEF) имеет основанием (DEF , т.е. верхнее основание усеченной пирамиды, а вершину в точке С. Следовательно, эта пирамида удовлетворяет требованию теоремы.

Остается рассмотреть третью пирамиду EADС.

Превратим ее в другую равновеликую пирамиду следующим образом.

Проведем прямую EK ((DA и точку K примем за вершину новой пирамиды, основанием которой оставим тот же (ADС (новая пирамида KADС). 

Пирамиды     EADС и KADС равновелики, потому что у них общее основание ADС и высоты равны (так как вершины лежат на прямой EK , параллельной плоскости основания).

Примем за вершину новой пирамиды точку D , а за основание (ACK. Тогда высота ее будет равна высоте усеченной пирамиды.

Остается доказать, что основание ACK есть средняя пропорциональная величина между ABС и DEF, т.е., что

	площ. ABС

площ. ACK
	=
	площ. ACK

площ. DEF


У треугольников ABС и ACK за основания можно взять стороны AB и AK. Тогда вершина у них будет общая С, и следовательно, высоты окажутся одинаковыми. Поэтому:

	площ. ABС

площ. ACK
	=
	AB

AK
	=
	AB

DE
	[1]


(вместо AK можно взять равный отрезок DE).

Треугольники ACK и DEFимеют по равному углу при вершинах A и D , поэтому (289)  :

	площ. ACK

площ. DEF
	=
	AC . AK

DF . DE
	=
	AC

DF
	[2]


(отрезки AK и DE , как равные , сокращаются).

Из подобия треугольников ABС и DEF следует, что правые части равенств [1]  и  [2] равны. Следовательно, равны и их левые части, т.е.

	площ. ABС

площ. ACK
	=
	площ. ACK

площ. DEF
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Черт. 313.

2. Пусть (черт.313) Ad есть усеченная пирамида, составляющая часть многоугольной пирамиды SABCDE.

Превратим многоугольник ABCDE в равновеликий треугольник PQR и, приняв этот треугольник за основание, построим вспомогательную пирамиду MPQR с такой же высотой, как у пирамиды S. Пересечем пирамиду M плоскостью pqr, параллельной основанию, на таком расстоянии от вершины, на каком в пирамиде S проведена плоскость abcde. В сечении получится (pqr, равновеликий многоугольнику abcde (374) .

Пирамиды SABCDE и MPQR равновелики, так как у них равновелики основания и высоты равны. По той же причине пирамиды Sabcde и Mpqr тоже равновелики.

Отсюда следует, что усеченная многоугольная пирамида Ad равновелика усеченной треугольной пирамиде Pr.

Так как у этих двух усеченных пирамид основания , и нижнее , и верхнее, соответственно равновелики, а высоты равны, то теорема, доказанная для усеченной треугольной пирамиды, остается применимой и к многоугольной.

394. Следствие. Пусть V, B, b и H будут числа, выражающие в соответствующих единицах объем, площадь нижнего основания, площадь верхнего основания и высоту усеченной пирамиды. Тогда:

	
V  = 
	1

3
	BH +
	1

3
	bH+
	1

3
	H
	Bb   =
	1

3
	H
	(
	B+b+   Bb
	)





где      Bb есть средняя пропорциональная величина между B и b.

395. Теорема. Объем треугольной призмы, усеченной непараллельно основанию, равен сумме объемов трех пирамид, 

имеющих общее основание с усеченной призмой, а 

вершины в трех вершинах непарллельного сечения.
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Черт. 314.

Пусть (черт.314) ABCDEF есть усеченная треугольная призма, т.е. такая, у которой плоскость DEF не параллельна основанию ABС.

Проведя секущую плоскость через E, A, и С , мы отделим одну из трех пирамид, указанных в теореме, именно пирамиду EABС, имеющую общее основание ABС с усеченной призмой и вершину в точке E.

Проведем еще секущую плоскость через точки E, D  и  С. Тогда получим две другие пирамиды: EDAC  и  EDFС.

Теорема будет доказана, если мы обнаружим, что эти пирамиды равновелики таким, у которых основанием служит (ABС , а вершины лежат: одной в D , другой в F.

Действительно, пирамиды EDAC и DABС равновелики, потому что за основание их можно взять общий треугольник DAC , и тогда вершины E и B будут лежать на прямой BE, параллельной плоскости оснований.

Пирамиды EDFС и FABС равновелики, потому что за основания их можно принять равновеликие треугольники: 

для первой СFD,

для второй AFС,

и тогда их вершины E и B будут лежать на прямой BE, параллельной плоскости оснований.

396. Следствие. Пусть V, B, h1, h2, h3 будут числа, выражающие в соответствующих единицах объем, площадь основания и высоты, опущенные на основание из трех вершин непараллельного сечения, тогда:

	V  = 
	1

3
	Bh1 +
	1

3
	Bh2+
	1

3
	Bh3     =
	B
	h1+h2+h3
      3




Когда призма прямая, высоты h1, h2, h3  равны ее боковым ребрам.

______________

ГЛАВА 4.

Подобие многогранников.

397. Определение. Два многогранника называются подобными, если они имеют 


равные многогранные углы 

и 

соответственно подобные грани.

Соответственные элементы подобных многогранников называются сходственными.

Из этого определения следует, что в подобных многогранниках:

1. Двугранные углы соответственно равны и одинаково расположены, потому что многогранные углы равны.

2. Сходственные ребра пропорциональны, потому что в  каждых двух подобных гранях отношение сходственных ребер одно и то же, и в каждом многограннике соседние грани имеют по общему ребру.

Возможность существования подобных многогранников доказывается следующей теоремой:

398. Теорема. Если в пирамиде (черт. 315) проведем секущую плоскость (A1B1С1D1E1) параллельно основанию, то отсечем от нее другую пирамиду 

(S A1B1С1D1E1) , подобную данной.
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Черт. 315.

Так как A1B1((AB , B1С1((BC и т.д. (332), то боковые грани двух пирамид подобны.

Основания их также подобны (371)  .

Остается доказать равенство многогранных углов.

Угол S у обеих пирамид общий.

Трехгранные углы A1,B1, С1 ... равны соответственно углам A, B, С ..., потому что у каждой пары этих углов плоские углы соответственно равны и одинаково расположены (359,3) .

399. Теорема. Две призмы или две пирамиды подобны, если основание и боковая грань одной и основание и боковая грань другой соответственно подобны, одинаково наклонены и одинаково расположены.
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Черт. 316.

1. Пусть у двух призм (черт.316) соответственно подобны и одинаково расположены основания ABCDE, abcde и грани AA1B1B, aa1b1b и, кроме того, равны двугранные углы AB и ab.

Для доказательства подобия этих призм, рассуждаем в такой последовательности.

Трехгранные углы B и b равны, потому что они имеют по равному двугранному углу ( AB и ab) , заключенному между двумя соответственно равными и одинаково расположенными плоскими углами (ABС=abс и ABB1=abb1).

Отсюда следует, что равны плоские углы B1BC и b1bс , а также и двугранные BC и bс.

Если же у двух параллелограммов BB1С1С и bb1с1с имеется по одному равному углу, то и остальные их углы соответственно равны.

Так как, сверх того,

	BC

bс
	=
	AB

ab
	(из подобия оснований)


и

	BB1

bb1
	=
	AB

ab
	(из подобия боковых граней)


то

	BC

bс
	=
	BB1

bb1


Значит, грани BB1С1С и bb1с1с подобны.

Переходя теперь к трехгранным углам С и с , совершенно также убедимся, что они равны и что грани СС1D1D и сс1d1d подобны. Таким образом мы переберем все трехгранные углы при основании и все боковые грани.

Верхние основания A1B1С1D1E1 и a1b1с1d1e1  подобны,  потому  что они равны нижним основаниям.

Трехгранные углы при верхних основаниях соответственно равны, потому что у них равны и одинаково расположены плоские углы.

Значит, рассматриваемые призмы подобны.
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Черт. 317.

2. Пусть мы имеем (черт.317) две пирамиды, у которых соответственно подобны и одинаково расположены основания ABCDE , abcde и боковые грани SAB, sab и, кроме того, равны двугранные углы AB и ab.

Совершенно так, как это было сделано для призм, мы докажем, что все трехгранные углы, прилежащие к основаниям , соответственно равны, и что все боковые грани соответственно подобны.

Тогда многогранные углы S и s также будут равны, потому что имея все плоские и двугранные углы соответственно равные и одинаково расположенные, они при вложении одного в другой совмещаются.

400. Теорема. Подобные многогранники могут быть разложены на одинаковое число соответственно подобных и одинаково расположенных пирамид (черт. 318).
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Черт. 318.

Указанное в теореме разложение может быть выполнено различными способами. Мы поступим так:

Возьмем в одном из данных подобных многогранников вершину A какого-нибудь многогранного угла.

Возьмем далее все те грани многогрпнника, которые не принадлежат к углу A.

В нашем многограннике таких граней четыре: EDLK, DCHK,СBGH и FGHKL .

Каждую из этих граней примем за основание такой пирамиды, вершина которой лежала бы в A. Тогда многогранник разобьется на пирамиды, сходящиеся вершинами в точке A.

В другом многограннике возьмем сходственную вершину A1 и тем же путем разложим его на одинаковое число пирамид.

Докажем, что эти пирамиды соответственно подобны.

И действительно, какую бы пару соответственных пирамид мы ни взяли, легко найдем, что основание и грань одной пирамиды и основание и грань другой пирамиды соответственно подобны, одинаково наклонены и одинаково расположены.

Например, у пирамид  ADELK,   A1D1E1L1K1 основания DELK , D1E1L1K1 подобны, как сходственные стороны подобных многогранников, грани ADE и A1D1E1 подобны, потому что подобные многоугольники ABCDE, A1B1С1D1E1 разбиваются на соответственно подобные тр-ки. Двугранные углы DE, D1E1 равны, как сходственные углы  подобных многогранников.

Из этого следует, что взятые нами пирамиды подобны. То же самое можно сказать о других пирамидах.

401. Теорема. Поверхности подобных многогранников относятся , как квадраты сходственных ребер.

Пусть P1, P2, P3 … Pn означают площади отдельных граней одного из подобных многогранников , p1, p2, p3 … pn площади сходственных граней другого. Предположим еще, что L и l будут длины двух каких-нибудь сходственных ребер. Тогда, вследствие подобия сходственных граней и пропорциональности всех сходственных ребер, будем иметь (291) :

	P1
p1
	=
	L2
l2
	;
	P2
p2
	=
	L2
l2
	;
	P3
p3
	=
	L2
l2
	; …
	Pn
Pn
	=
	L2
l2
	;


Откуда

	P1+P2+P3+…+Pn

p1+p2+p3+…+pn
	=
	L2
l2


402. Теорема. Объемы подобных многогранников относятся как кубы сходственных ребер.
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Черт. 319.

1. Сначала докажем теорему для подобных пирамид.

Пусть (черт.319) пирамиды SABCDE и S1A1B1С1D1E1 подобны.

Вложим вторую пирамиду в первую так, чтобы у них совпали равные многогранные углы S и S1 .

Тогда основание A1B1С1D1E1 займет некоторое положение abcde, причем стороны ab, bc, ... соответственно параллельны сторонам AB, BC, ... (вследствие равенства плоских углов трехгранных A и A1, B и B1 и т.д.)

Вследствие этого плоскость abcde параллельна ABCDE (311, 2).

Пусть SO и So высоты двух пирамид.

Тогда:

Об. SABCDE =(площ. ABCDE ) . 1/3 SO

Об. Sabcde   = (площ.     abcde ) . 1/3 So

Следовательно:

	Об. SABCDE

Об. Sabcde
	=
	площ. ABCDE

площ. abcde
	.
	SO

So


Но

	площ. ABCDE

площ. abcde
	=
	SO2

So2


Поэтому:

	Об. SABCDE

Об. Sabcde
	=
	SO3

So3
	=
	SA3

Sa3
	=…


2. Теперь докажем теорему для двух каких угодно подобных многогранников, объемы которых назовем V и v.

Разобьем их на подобные пирамиды (400).

Пусть V1 , V2 , V3 ,… Vn   и   v1 , v2 , v3 ,… vn будут объемы сходственных пирамид, L и l длины каких-нибудь сходственных ребер. Тогда, согласно доказанному будем иметь:
	V1
v1
	=
	L3
l3
	;
	V2
v2
	=
	L3
l3
	;
	V3
v3
	=
	L3
l3
	; …
	Vn
vn
	=
	L3
l3
	;


Откуда

	V1+V2+V3+…+Vn

v1+v2+v3+…+vn
	=
	L3
l3


Таким образом

	V

v
	=
	L3
l3


__________

ГЛАВА 5.

Симметричные фигуры.

403. Определения. Различают три рода симметрии: относительно точки, относительно прямой и относительно плоскости.
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Черт. 320.


Черт. 321.

Черт. 322.

Две точки A и A1 (черт.320) называются симметричными относительно точки O (центра симметрии), если прямая AA1 проходит через точку O и делится ею пополам.

Две точки A и A1 (черт.321 и 322) называются симметричными относительно прямой xy (оси симметрии) или относительно плоскости P (плоскости симметрии) если прямая AA1 перпендикулярна к xy или плоскости P и делится ими пополам.

Две фигуры называются симметричными относительно центра (черт. 323), оси (черт 324) или плоскости (черт.325) , если каждой точке одной фигуры соответствует симметричная точка другой.

Симметричные точки двух таких фигур называются сходственными.
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Черт. 323.


Черт.324.



Черт.325.

404. Заметим прежде всего, что две фигуры, симметричные относительно оси , равны. 

В этом убедимся, если повернем одну из фигур (черт.324) вокруг оси на 1800 . Тогда каждая точка (A, B, С) одной фигуры совпадет со сходственной точкой (A1,B1,С1) другой фигуры, и, следовательно обе фигуры совместятся.

405. Теорема. Фигуры, симметричные порознь с одной и той же фигурой относительно различных центров, равны.
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Черт. 326.

Пусть фигуры F1 и F2 симметричны с одной фигурой F относительно центров O и O1 .

Возьмем в фигуре F произвольную точку A и в фигурах F1 и F2 точки A1 и A2, симметричные с A. 

Затем проведем прямые OO1 и A1A2. 

Так как AO = A1O и AO1 = A2O1 , то A1A2((OO1 и A1A2 = 2 OO1. Таким образом, все соответственные точки фигур F1 и F2 (например, A1и A2, B1 и B2, С1 и С2 и т.д.) лежат на расстояниях, равных 2 OO1 и параллельных прямой OO1. 

Поэтому, если пареместим фигуру F1 так, чтобы каждая ее точка описала прямую, параллельную OO1 и равную удвоенной этой линии, то обе фигуры совместятся. Значит они равны.

406. Теорема. Если фигуры F и F1 (черт.327) симметричны относительно плоскости P , то их можно поместить так, что они будут симметричны относительно любой точки O  , взятой на плоскости P; 

и обратно: 

если фигуры F и F2 симметричны относительно точки O  , то их можно поместить так, что они будут симметричны относительно любой плоскости P , проходящей через точку O.
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Черт. 327.

Если фигуры F и F1 симметричны относительно плоскости P , то прямая AA1 , соединяющая какие-нибудь две сходственные точки, перпендикулярна к плоскости P и делится ею пополам. 

Значит : Aa = A1a.

Если фигуры F и F2 симметричны относительно точки O , то прямая AA2 , соединяющая две сходственные точки , проходит через O и делится этой точкой пополам. 

Значит : AO = A2O. 

Заметив это, соединим A1 с A2 и проведем OM перпендикулярно к P.

Так как AO =A2O  и  Aa = A1a , то A1A2 (( aO . Следовательно

 (A2A1A = ( OaA = d .

Так как OM ( P и AA1(P , то OM (( AA1.  Из этого следует, что 

во 1,  OM пересекается с A1A2 в некоторой точке b;

во 2,  (A2bO = ( A2A1A = d ;

в   3, A1b = A2b (т.к. A2O = OA).

Если мы теперь повернем фигуры F1 и F2 вокруг оси OM на 1800 , то точки A1 и A2 , а следовательно и все другие сходственные точки, поменяются местами. 

Значит, фигура F1 может быть сделана симметричной с F относительно точки O , а фигура F2 может быть сделана симметричной с F относительно плоскости P , что и требовалось доказать.

407. Следствия. 

1. Фигуры, симметричные с одной и той же фигурой относительно различных плоскостей, равны между собой, потому что эти фигуры всегда можно сделать симметричными с одной и той же фигурой относительно двух центров, а такие фигуры равны (405).

2. Если будем обращать внимание только на форму фигуры, а не на ее положение в пространстве, то можем сказать, что данная фигура F имеет только единственную симметричную с ней фигуру (относительно точки, или относительно плоскости, все равно), так как все фигуры, симметричные с F равны между собой.

Вследствие этого при исследовании свойств симметричных фигур, зависящих только от их формы, мы можем произвольно рассматривать эти фигуры или как симметричные относительно центра, или как симметричные относительно плоскости.

408. Теоремы, выражающие свойства симметричных фигур.

1. Фигура, симметричная с плоской фигурой, есть также плоская фигура, равная первой.

Это свойство сделается очевидным, если возьмем за плоскость симметрии плоскость данной фигуры; тогда симметричная фигура сливается с данной.

В частности 

фигура, симметричная с отрезком прямой, есть равный отрезок прямой;

фигура, симметричная с углом, есть равный угол;

фигура, симметричная с плоским многоугольником, есть равный плоский многоугольник;

фигура, симметричная с кругом, есть равный круг и т.п.

2. Фигура, симметричная с двугранным углом (PABQ , черт. 328) , есть равный двугранный угол.
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Черт. 328.

Это свойство сделается очевидным, если за плоскость симметрии возьмем биссектрисную плоскость R. Тогда фигура симметричная с гранью P, будет другая грань Q, и наоборот;

Следовательно, фигура, симметричная с углом PABQ, будет угол QABP.

3. Фигура , симметричная с многогранным углом ( SABCDE, черт. 329), есть многогранный угол, у которого двугранные и плоские углы соответственно равны двугранным и плоским углам первого многогранного угла, но расположены в обратном порядке.
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Черт. 329.

Это свойство сделается очевидным, если возьмем за центр симметрии вершину S. Тогда получим два симметричных угла SABCDE и S A1B1С1D1E1 , у которых двугранные и плоские углы соответственно равны, но расположены в обратном порядке (360).

Следствие. Симметричные многогранные углы вообще не равны, так как вследствие обратного расположения равных двугранных углов, они не могут совместиться. 

По той же причине симметричные многогранники вообще не равны.

4. Два симметричных многогранника равновелики.
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Черт. 330.

Докажем сначала эту теорему для симметричных пирамид (черт.330) SABCD и S1ABCD , которые мы разместим так, чтобы плоскостью симметрии служило основание ABCD.

Так как точки S и S1 симметричны относительно плоскости основания, то высоты SO и S1O равны.

Вследствие этого пирамиды, имея общее основание и равные высоты, равновелики.

Два каких угодно многогранника всегда могут быть разложены на одинаковое число симметричных пирамид. Поэтому теорема верна и для многогранников произвольной формы.

ГЛАВА 6.

Понятие о правильных многогранниках.
409. Определение. Многогранник называется правильным, если все его грани - равные правильные многоугольники и все многогранные углы равны (таков, например, куб).

Из этого определения следует, что в правильных многогранниках равны все плоские углы, все двугранные углы и все ребра.

410. Чтобы определить, какие правильные многоугольники могут служить гранями правильных многогранников, примем во внимание, что в многогранном угле 

наименьшее число граней три и что 

сумма всех плоских углов меньше 4d (355).

Каждый угол правильного треугольника равен 2/3 d .

Если повторим  2/3 d  слагаемым 3 раза, 4 раза и 5 раз, то получим суммы , меньшие 4d.

А если повторим  2/3 d  слагаемым 6 раз и более, то получим в сумме 4d и более. 

Поэтому из плоских углов, равных углам правильного треугольника можно образовать многогранные углы только трех видов: трехгранные, четырехгранные и пятигранные.

Угол квадрата равен d, а угол правильного пятиугольника равен 6/5 d. Повторяя эти углы слагаемым 3 раза, получаем суммы меньшие 4d, а повторяя 4 раза или более, получаем 4d и более.

Поэтому из плоских углов, равных углам квадрата или правильного пятиугольника, можно образовать только трехгранные углы.

Угол правильного шестиугольника равен 4/3 d . Поэтому из таких углов нельзя образовать даже трехгранного угла. Из углов правильных многоугольников, имеющих более 6-ти сторон, подавно, нельзя образовать никакого многогранного угла.

411. Из сказанного следует, что правильных многогранников не может быть более следующих пяти (Их не может быть более пяти, но существуют ли эти пять, это предыдущими рассуждениями, конечно , не доказывается; мы опускаем это доказательство по причине его сложности) :



Черт. 331.


Черт. 332.


Черт. 333.




Черт. 334.


Черт.335.

1. Правильный четырехгранник (или тетраэдр), поверхность которого составлена из 4-х правильных треугольников (черт. 331).

2. Правильный восьмигранник (или октаэдр), поверхность которого составлена из 8-ми правильных треугольников (черт. 332).

3. Правильный двадцатигранник (или икосаэдр), образованный 20-тью правильными тр-ками (черт. 335).

4. Правильный шестигранник (или эксаэдр), образованный 6-тью квадратами (черт. 332).

5. Правильный двенадцатигранник (или додекаэдр), образованный 12-тью правильными пятиугольниками (черт.334).

ЗАДАЧИ.

335. Вычислить поверхность и объем прямой призмы, у которой основание правильный треугольник, вписанный в круг радиуса r =2 метрам, а высота равна стороне правильного 6-угольника, описанного около того же круга.

336. Определить поверхность и объем правильной 8- угольной призмы, у которой высота 6 м, а сторона основания а = 8см.

337. Определить боковую поверхность и объем правильной шестиугольной пирамиды, у которой высота равна 1 м , а апофема составляет с высотой угол 300 .

338. Вычислить объем треугольной пирамиды, у которой каждое боковое ребро равно l , а стороны основания a, b,  и с .

339. Дан трехгранный угол SABС , у которого все три плоских угла прямые. На его ребрах отложены длины : SA = a, SB = b и SС = с . Через точки A, B и С проведена плоскость. Определить объем пирамиды SABС.

340. Высота пирамиды равна h , а основание - правильный шестиугольник со стороной a. На каком расстоянии x от вершины пирамиды следует провести плоскость параллельную основанию, чтобы объем образовавшейся усеченной пирамиды равнялся V ?

341. Определить объем правильного тетраэдра с ребром a .

342. Определить объем правильного октаэдра с ребром a.

343. Усеченная пирамида, объем которой V=1465см3 , имеет в основании правильные шестиугольники со сторонами a=23см и b=17см . Вычислить высоту этой пирамиды.

344. Объем V усеченной пирамиды равен 10,5 м3 , высота h= (3 м и сторона a правильного шестиугольника, служащего нижним основанием равна 2 м. Вычислить сторону правильного шестиугольника, служащего верхним основанием.

345. Вычислить объем треугольной усеченной призмы, у которой стороны основания a=7,5 ;b= 7  и  с=6,5 и ребра перпендикулярные к основанию 

k = 2; l = 3; и m = 4 .

346. На каком расстоянии от вершины S пирамиды SABС надо провести плоскость, параллельную основанию , чтобы отношение объемов частей, на которые рассекается этой плоскостью пирамида, равнялось m ?

347. Вычислить объем усеченного параллелепипеда, у которого основание B , а h1  и h2  - длины перпендикуляров, опущенных    на плоскость нижнего основания из двух вершин, лежащих на какой-нибудь диагонали верхнего основания. ( Легко установить, что сумма h1+ h2  равна сумме двух других перпендикуляров, опущенных на плоскость нижнего основания из вершин, лежащих на концах другой диагонали верхнего основания).

348. Пирамида с высотой h разделена  плоскостями параллельными основанию, на три части в отношении m:n:p . Определить расстояние этих плоскостей до вершины пирамиды.

349. Сумма объемов двух подобных многогранников равна V , а отношение сходственных ребер равно m:n . Определить их объемы.

350. Разделить объем усеченной пирамиды плоскостью параллельной основаниям B и b , на две части в отношении m:n.

__________

