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КНИГА 3.

КРУГЛЫЕ ТЕЛА.

_______

ГЛАВА1.

Цилиндр и конус.

412. Поверхность вращения. Поверхностью вращения называется такая поверхность, которая получается от вращения какой-нибудь неизменяющейся линии (MN черт. 336), называемой образующей, вокруг неподвижной прямой (AB) , называемой осью.
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Черт. 336.

При этом предполагается, что образующая (MN) , при своем вращении , неизменно связана с осью (AB).

Возьмем на образующей какую-нибудь точку P и опустим из нее на ось перпендикуляр PO.

Очевидно, что при вращении не изменяется ни длина этого перпендикуляра, ни величина угла AOP , ни положение точки O.

Поэтому каждая точка образующей описывает окружность, плоскость которой перпендикулярна к оси и центр лежит на пересечении этой плоскости с осью.

Отсюда следует, что плоскость, перпендикулярная к оси, пересекаясь с поверхностью вращения, дает в сечении окружность. 

Всякая секущая плоскость , проходящая через ось, называется меридианальной плоскостью, а пересечение ее с поверхностью вращения - меридианом. Все меридианы равны между собой, потому что при вращении каждый из них проходит через то положение, в котором ранее был всякий другой меридиан.

413. Цилиндрическая поверхность. Цилиндрической поверхностью называется поверхность, производимая движением прямой (AB, черт. 337), перемещающейся в пространстве параллельно данному направлению и пересекающей при этом данную линию (MN).
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Черт. 337.

Прямая AB называется образующей, а линия MN направляющей. 

414. Цилиндр. Тело, ограниченное цилиндрической поверхностью и двумя параллельными плоскостями, называется цилиндром (черт.338).
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Черт.338.



Черт. 339.

Часть цилиндрической поверхности, заключенная между плоскостями, называется боковой поверхностью цилиндра, а части плоскостей, отсекаемые этой поверхностью, - основаниями цилиндра. Расстояние между основаниями есть высота цилиндра.

Цилиндр называется прямым или наклонным, смотря по тому, перпендикулярны или наклонны к основаниям его образующие.

Прямой цилиндр (черт.339) называется круговым, если его основания - круги.

Такой цилиндр можно рассматривать, как тело вращения, а именно происходящее от вращения прямоугольника OAA1O1 вокруг стороны OO1, как оси. При этом сторона AA1 описывает боковую поверхность, а стороны OA и O1A1 - круги оснований. 

Всякая прямая BC, параллельная OA, описывает также круг, перпендикулярный к оси.

Отсюда следует, что сечение прямого кругового цилиндра плоскостью параллельной основаниям, есть круг.

В элементарной геометрии рассматривается только прямой круговой цилиндр. Для краткости его называют просто цилиндром.

Иногда приходится рассматривать такие призмы, основания которых - многоугольники, вписанные в основания цилиндра, или описанные около них. Такие призмы называются вписанными в цилиндр или описанными около него.

415. Коническая поверхность. Конической поверхностью называется поверхность, производимая движением прямой (AB, черт.340), перемещающейся в пространстве так, что она при этом постоянно проходит через неподвижную точку (S) и пересекает данную линию (MN).
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Черт. 340 .

Прямая AB называется образующей, линия MN - направляющей, а точка S - вершиной конической поверхности.

416. Конус. Тело, ограниченное конической поверхностью и плоскостью, пересекающей все образующие  по одну сторону от вершины, называется конусом (черт.341).
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Черт. 341.



Черт. 342.

Часть конической поверхности, ограниченная этой плоскостью, называется боковой поверхностью, а часть плоскости, отсекаемая боковой поверхностью - основанием конуса. Перпендикуляр, опущенный из вершины на основание, есть высота конуса.

Конус называется прямым круговым, если его основание есть круг, а высота проходит через центр основания (черт. 342.).

Такой конус можно рассматривать как тело, происходящее от вращения прямоугольного треугольника SOA вокруг катета SO , как оси. При этом гипотенуза производит боковую поверхность, а катет OA - основание конуса.

Всякая прямая BO1, параллельная AO , описывает при вращении круг , перпендикулярный к оси.

Отсюда следует, что сечение прямого кругового конуса плоскостью, параллельной основанию, есть круг.

В элементарной геометрии рассматривается только прямой круговой конус, который для краткости называется просто конус.

Иногда приходится рассматривать такие пирамиды, основания которых - многоугольники, вписанные в основание конуса, или описанные около него, а вершина совпадает с вершиной конуса. Такие пирамиды называются вписанными в конус или описанными около него.

417. Усеченный конус. Усеченным конусом (черт.343)  называется часть полного конуса, заключенная между основанием и секущей плоскостью, параллельной основанию.
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Черт. 343.

Параллельные круги, ограничивающие усеченный конус, называются его основаниями.

Усеченный конус можно рассматривать как тело, происходящее от вращения прямоугольной трапеции OAA1O1 вокруг стороны OO1 , перпендикулярной к основаниям трапеции.

_________

Поверхность цилиндра и конуса.

418. Замечение. Боковые поверхности цилиндра и конуса принадлежат к поверхностям кривым, т.е. таким,   никакая часть которых не может совместиться с плоскостью. Поэтому мы должны определить, что подразумевается под величиной боковой поверхности цилиндра и конуса, когда сравнивают эти поверхности с плоской квадратной единицей.

419. Определения.

1. За величину боковой поверхности цилиндра (при измерении ее квадратной единицей) принимается предел, к которому стремится величина боковой поверхности вписанной в этот цилиндр призмы при неограниченном уменьшении ее боковых граней.

2. За величину боковой поверхности конуса, полного или усеченного (при измерении ее квадратной единицей) принимается предел, к которому стремится величина боковой поверхности вписанной в этот конус пирамиды при неограниченном уменьшении ее боковых граней.

(Мы опускаем доказательство, приводимое в теории пределов (см., напр. “Начальное учение о производных” А.Киселева, стр. 42 и 43), что такой предел существует и не зависит от закона, по которому боковые грани уменьшаются.)

420. Теорема. Боковая поверхность цилиндра равна произведению окружности основания на высоту.
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Черт. 342.

Впишем в цилиндр (черт. 342) какую-нибудь призму (правильную или неправильную - все равно) и обозначим через s, p и H числа, выражающие в соответствующих единицах боковую поверхность, периметр основания и высоту этой призмы. Тогда будем иметь (376) :

s = pH

Предположим теперь, что боковые грани вписанной призмы (следовательно и стороны вписанного многоугольника) неограниченно уменьшаются.

Тогда величина s и произведение pH сделаются переменными, но равенство между ними не нарушится.

Поэтому (250) равенство останется верным и тогда, когда вместо переменных подставим их пределы.

Предел p есть длина окружности основания (256), а предел s есть то, что принимается за величину боковой поверхности цилиндра.

Значит, обозначив первую величину через С , а вторую через S , получим:

S = СH

421. Следствия.

1. Если R означает радиус основания цилиндра, то С = 2(R. Поэтому боковая поверхность цилиндра выразится :

С = 2(RH

2. Чтобы получить полную поверхность цилиндра, достаточно приложить к боковой поверхности сумму площадей двух оснований. Поэтому, обозначая полную поверхность через T , будем иметь:

T = 2(RH + (R2 + (R2 = 2(R(H + R)

422. Теорема. Боковая поверхность конуса равна произведению окружности основания на половину образующей.
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Черт345.

Для простоты доказательства впишем    в конус (черт. 345) не какую-нибудь пирамиду, а правильную и обозначим через s, p и l числа, выражающие в соответствующих единицах боковую поверхность, периметр основания и апофему этой пирамиды. Тогда будем иметь (377) :

	s =
	1

2
	pl


Предположим теперь, что боковые грани вписанной пирамиды (следовательно и стороны вписанного многоугольника) неограниченно уменьшаются.

Тогда величина s и произведение 1/2 pl сделаются переменными , но равенство между ними не нарушится. 

Поэтому оно останется верным и тогда, когда вместо переменных подставим их пределы.

Предел p есть длина окружности основания, предел l есть образующая конуса ( так как разность между образующей конуса и апофемой l меньше половины стороны вписанного многоугольника (см. напр., черт 289, в котором 

AS - SM < AM)), а предел s есть то, что называется боковой поверхностью конуса.

Значит, обозначая эти величины соответственно через С, L и S, получим:

	S =
	1

2
	CL
	=   С .
	1

2
	L


423. Следствия. 

1. Так как С= 2(R , то боковая поверхность конуса выразится:

	S =
	1

2
	. 2(RL
	=   (RL


2. Полную поверхность конуса получим, если к боковой поверхности приложим площадь основания. Поэтому:

T = (RL + (R2 = (R ( R + L )

424. Теорема. Боковая поверхность усеченного конуса равна произведению полусуммы окружностей оснований на образующую.
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Черт. 346.

Для простоты доказательства впишем в усеченный конус (черт. 346) не какую-нибудь усеченную пирамиду, а правильную, и обозначим через s, p, p1 и l числа, выражающие боковую поверхность, периметр нижнего , периметр верхнего оснований и апофему этой пирамиды. Тогда будем иметь (378) :

	s =
	1

2
	(p + p1 ) l


Из этого равенства, рассуждая подобно предыдущему, выводим:

	S =
	1

2
	(С + С1 ) L


где S есть боковая поверхность усеченного конуса, С и С1 длины окружностей оснований, L образующая.

425. Следствия.

1. Если R и R1 означают радиусы окружностей нижнего и верхнего оснований, то боковая поверхность усеченного конуса выразится:

	S =
	1

2
	(2(R +  2(R1)L = (( R + R1)


2. Проведем в трапеции OO1A1A (черт. 346) , от вращения которой получается усеченный  конус, среднюю линию BC (103). Тогда получим:

	BC =
	1

2
	(OA +  O1A1)  = 
	1

2
	(R+R1)  


Откуда 


R+R1 = 2BC

Следовательно, 

S = 2(BC . L

т.е. боковая поверхность усеченного конуса равна произведению окружности среднего сечения на образующую.

3. Полная поверхность T усеченного конуса выразится так:

T = ((R2 + R12 + RL + R1L)

426. Замечание. В предыдущих теоремах боковые поверхности цилиндра и конуса рассматривались, как пределы боковых поверхностей вписанных призм или пирамид. Если бы , подобно тому, как мы это делали при доказательстве этих теорем, мы стали находить пределы описанных призм или пирамид, то нашли бы, что эти пределы те же самые, как и для вписанных призм или пирамид. Вследствие этого боковые поверхности цилиндра и конуса можно рассматривать , как общий предел боковых поверхностей призм или пирамид, как вписанных, так и описанных.

427. Развертка цилиндра и конуса.
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Черт. 347.

Впишем в цилиндр (черт. 347.) какую-нибудь призму и затем вообразим, что ее боковая поверхность разрезана вдоль какого-нибудь бокового ребра. Очевидно, что, вращая ее грани вокруг ребер , мы можем развернуть эту поверхность в одну плоскость , без разрыва и без складок. 

Тогда получится то, что называется разверткой боковой поверхности призмы. Она представляет собой прямоугольник KLMN, составленный из стольких прямоугольников, сколько в призме боковых граней.

Основание его MN равно периметру основания призмы, а высота KN есть высота призмы.

Вообразим теперь, что боковые грани вписанной призмы неограниченно уменьшаются. Тогда ее развертка будет все удлиняться, приближаясь к предельному прямоугольнику KPQN , у которого основание равно длине окружности основания цилиндра. Этот прямоугольник называется разверткой боковой поверхности цилиндра.
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Черт. 348.

Подобно этому вообразим, что в конус вписана какая-нибудь пирамида (черт. 348). Мы можем разрезать ее боковую поверхность по одному из ребер, и затем, повертывая грани вокруг ребра, получить ее развертку в виде многоугольного сектора SKL, составленного из стольких равнобедренных треугольников, сколько в пирамиде боковых граней.

Прямые SK, Sa, Sb ... равны боковому ребру пирамиды (или образующей конуса), а длина ломаной Kab...L равна периметру основания пирамиды.

При неограниченном уменьшении боковых граней вписанной пирамиды развертка ее увеличивается, приближаясь к предельному сектору SKM , у которого дуга KM равна окружности основания, а радиус SK - образующей конуса. Этот сектор называется разверткой боковой поверхности конуса.

Подобно этому можно получить развертку боковой поверхности усеченного конуса (черт. 348) в виде части кругового кольца KMNP.

_________

Объемы цилиндра и конуса.

428. Лемма1. Объем цилиндра есть общий предел объемов правильных вписанных и описанных призм при неограниченном удвоении числа их граней.

Впишем в цилиндр и опишем около него по какой-нибудь правильной одноименной призме. Обозначим объем, площадь основания и высоту соответственно:

для цилиндра – V, B, H,

для вписанной призмы - V1, B1, H и

для описанной призмы - V2, B2, H .

Тогда будем иметь (388):

V2 = B2H  ;  
V1 = B1H

Откуда: 



V2 - V1 = (B2 - B1)H
При неограниченном удвоении числа боковых граней призм разность

 B2 - B1    стремится к нулю (295), а множитель H есть число постоянное.

Поэтому правая часть последнего равенства, а следовательно и левая его часть, стремится к нулю.

Объем цилиндра очевидно больше объема вписанной призмы, но меньше объема описанной. Поэтому каждая из разностей V - V1  и V2 - V меньше разности V2 - V1 . Но последняя по доказанному, стремится к нулю. Следовательно и первая стремится к нулю. А это , по определению предела, означает, что 

V = пред. V1 = пред V2
429. Лемма 2. Объем конуса есть общий предел объемов правильных вписанных и описанных пирамид при неограниченном удвоении числа их боковых граней.

Впишем в конус и опишем около него по какой-нибудь   правильной одноименной пирамиде. Употребляя те же обозначения, как и в предыдущем параграфе, будем иметь (391) :

	V2 =
	1

3
	B2H
	V1 =
	1

3
	B1H


Откуда:

	V2 - V1 =
	1

3
	H(V2 - V1)


Из этого равенства видно, что разность V2 - V1 стремится к нулю, когда число боковых граней вписанной и описанной пирамиды неограниченно удваивается. А так как каждая из разностей: V2 - V и V - V1 меньше V2 - V1 , эти разности и подавно стремятся к нулю. А это значит, что

V = пред. V1 = пред V2
Замечание. В доказанных двух леммах вписанные и описанные призмы и пирамиды предполагаются правильными только ради простоты доказательства. Содержание этих лемм остается в полной силе и тогда, когда призмы и пирамиды будут неправильные, лишь бы боковые грани их неограниченно уменьшались.

430. Теоремы.

1. Объем цилиндра равен произведению площади основания на высоту.

2. Объем конуса равен произведению площади основания на треть высоты.

Впишем в цилиндр правильную призму, а в конус правильную пирамиду. Тогда, употребляя прежние обозначения, будем иметь:

для призмы 


V1 = B1H
для пирамиды

V1 = 1/3 B1H
Эти равенства остаются верными, сколько бы мы ни удваивали числа боковых граней призмы и пирамиды. Поэтому они останутся верными и тогда, когда вместо переменных подставим их пределы (250), следовательно:

для цилиндра 


V = BH
для конуса



V = 1/3 BH
431. Следствие. Если радиусы основания цилиндра или конуса обозначим через R , то B = (R2 . Поэтому:

Об. цил. V = (R2 H   
об. кон. V = 1/3 (R2 H

432. Теорема. Объем усеченного конуса равен сумме объемов трех конусов, имеющих одинаковую высоту с усеченным конусом, а основаниями: один - нижнее основание этого конуса, другой - верхнее, третий - среднее пропорциональное между ними.

Подобно предыдущему можно доказать, что объем усеченного конуса есть общий предел объемов правильных вписанных и описанных усеченных пирамид. Но объем V1 правильной вписанной усеченной пирамиды, высота которой H, а площади оснований B1 и b1 , выражается равенством (394) :

	V1   =
	1

3
	H
	(
	                   ____

B1+b1+√B1 b1
	)


В пределе, при неограниченном удвоении числа боковых граней вписанной пирамиды, это равенство дает:

	V1   =
	1

3
	H
	(
	              ____

B+b+√B b
	)


где V есть объем, B и b площади основания и H высота усеченного конуса.

433. Следствие. Если R и r означают радиусы нижнего и верхнего оснований усеченного конуса, то B = (R2 , b = (r2 и    √Bb = √(2R2r2 = (Rr .

Поэтому:

Об. ус. кон. V = 1/3 (H(R2 + r2 + Rr)

___________

Подобные цилиндры и конусы.

434.Определение. Два цилиндра или конуса называются подобными, если они произошли от вращения подобных прямоугольников или треугольников вокруг сходственных сторон.

[image: image12.jpg]A8 A s




Черт. 349



Черт. 350

Обозначим (черт. 349 и 350) через h и h1 высоты двух подобных цилиндров или конусов, через r и r1 радиусы их оснований и через l и l1 образующие.

Тогда, согласно определению будем иметь:

	r

r1
	=
	h

h1
	=
	l

l1


Отсюда:

	r+h

r1+h1
	=
	r

r1
	и
	r+l

r1+l1
	=
	r

r1


435. Теорема. Боковые и полные поверхности цилиндров или конусов относятся как квадраты радиусов или высот, а объемы - как кубы радиусов или высот.

Обозначим через S, T и V соответственно боковую поверхность, полную поверхность и объем одного цилиндра или конуса, а через S1, T1, V1 те же величины для другого цилиндра или конуса, подобного первому. Тогда будем иметь:

Для цилиндров:

	S

S1
	=
	2(rh

2(r1h1
	=
	 rh

 r1h1
	=
	r

r1
	.
	h

h1
	=
	r2

r12
	=
	h2

h12


	T

T1
	=
	2(r (r+h)

2(r1 (r1 +h1)
	=
	r

r1
	.
	r+h

r1+h1
	=
	r2

r12
	=
	h2

h12


	V

V1
	=
	(r2h

(r12h1
	=
	r2

r12
	.
	h

h1
	=
	r3

r13
	=
	h3

h13


Для конусов:

	S

S1
	=
	(rl
(r1l1
	=
	r
r1
	.
	l

l1
	=
	r2

r12
	=
	h2

h12


	T

T1
	=
	(r (r+l)

(r1 (r1 +l1)
	=
	r

r1
	.
	r+l

r1+l1
	=
	r2

r12
	=
	h2

h12


	V

V1
	=
	1/3(r2h

1/3(r12h1
	=
	r2

r12
	.
	h

h1
	=
	r3

r13
	=
	h3

h13


_____________

ГЛАВА 2.

Шар.

Сечение шара плоскостью.

436. Определение. Тело, происходящее от вращения полукруга вокруг диаметра, ограничивающего его, называется шаром, а поверхность, образуемая при этом полуокружностью, называется шаровой или сферической поверхностью.

Эта поверхность есть геометрическое место точек, одинаково удаленных от одной и той же точки, называемой центром шара.

Прямая, соединяющая центр с какой-нибудь точкой поверхности, называется радиусом, а прямая, соединяющая две точки поверхности и прохидящая через центр, называется диаметром шара.

Все радиусы одного шара равны между собой, а диаметр равен двум радиусам.

Два шара одинакового радиуса равны, потому что при вложении они совмещаются.

437. Теорема. Всякое сечение шара плоскостью есть круг.
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Черт. 351.

1. Предположим сначала, что (черт. 351) секущая плоскость AB проходит через центр O шара. Все точки линии пересечения, принадлежа шаровой поверхности, одинаково удалены от точки O, лежащей в секущей плоскости. Следовательно, сечение есть круг.

2. Предположим теперь, что секущая плоскость СD не проходит через центр. 

Опустим на нее из центра перпендикуляр OK и возьмем на линии пересечения какую-нибудь точку M. Соединив ее с O и K, получим прямоугольный треугольник MOK, из которого находим





          _________

MK = √ OM2 - OK2            [1]

Так как длины OM и OK не изменяются при изменениии положения точки M на линии пересечения, то расстояние MK есть величина постоянная. Значит линия пересечения есть окружность.

438. Следствия. Пусть R, r и d означают : радиус шара, радиус круга сечения и расстояние секущей плоскости от центра.

Тогда равенство [1] примет вид:

r =     R2 - d2
Из этой формулы выводим:

1. Наибольший радиус сечения получпется при d=0 , т.е. когда секущая плоскость проходит через центр шара. В этом случае r = R.

Круг, получаемый в этом случае, называется большим кругом.

2. Наименьший радиус сечения получается при d = R. В этом случае r = 0, т.е. круг сечения обращается в точку.

3. Сечения равноотстоящие от центра шара равны.

4.Из двух сечений, не одинаково удаленных от центра шара, то больше, которое ближе к центру.

Свойства больших кругов.

439. Теорема. Всякий большой круг делит шар и его поверхность пополам.
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Черт. 352.

Вообразим, что мы разрезали шар (черт. 352) по какому-нибудь большому кругу и , перевернув   верхнюю часть шара, вложили ее в нижнюю так, чтобы у них совпали круглые основания. Тогда все точки одной части шаровой поверхности совместятся с точками другой части, потому что те и другие одинаково удалены от общего центра. Из этого следует, что большой круг делит шар и его поверхность пополам.

440. Теорема. Через всякие две точки шаровой поверхности, не лежащие на концах одного диаметра, можно провести окружность большого круга и притом только одну.
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Черт. 353.

Пусть на шаровой поверхности (черт.353), имеющей центр O, взяты какие-нибудь две точки, например С и N, не лежащие на одной прямой с точкой O.

Тогда через точки С, O и N можно провести плоскость и притом только одну.

Эта плоскость, проходя через центр O , даст в пересечении с шаровой поверхностью окружность большого круга.

Замечание. Всякие две точки шаровой поверхности могут быть соединены двумя дугами большого круга, составляющими в сумме окружность большого круга (так, точки С и N, черт. 353, соединяются дугой СN и дугой СMDN , и сумма этих дуг составляет окружность большого круга).

Если взятые две точки не лежат на концах одного диаметра, то одна из этих дуг меньше полуокружности, а другая больше.

441. Теорема. Окружности двух больших кругов при пересечении делятся пополам.

Действительно, центр O (черт. 353) , находясь на плоскостях больших фигур, должен лежать на прямой MN , по которой эти круги пересекаются. Значит, прямая MN есть диаметр того и другого круга, а диаметр делит окружность пополам.

442. Теорема. Кратчайшее расстояние на шаровой поверхности между двумя ее точками есть дуга большого круга (меньшая полуокружности), проведенная между ними.
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Черт. 354.

Пусть m (черт.354) есть дуга большого круга, проведенная на шаровой поверхности между двумя ее точками A и B , а s какая-нибудь линия, проведенная на шаровой поверхности между теми же точками.

Докажем, что   s   длиннее   m.

Возьмем на кривой s произвольную точку D и соединим ее с A и B дугами большого круга.

Проведя радиусы OA, OD, OB примем их за ребра трехгранного угла. 

В этом угле, как во всяком трехгранном (354), сумма плоских углов AOD и DOB больше третьего плоского угла AOB.

Но эти углы измеряются дугами AD, DB и AB , проведенными из вершины углов одним и тем же радиусом. Следовательно, сумма дуг AD и DB больше дуги AB. 

Возьмем теперь на кривой s промежуточные точки E и F и проведем дуги большого круга через каждые две соседние точки : A, E, D, F и B (дуги эти на чертеже не указаны).

Так же , как и прежде убедимся, что AE+ED>AD  и  DF+FB>DB.

Значит сумма AE+ED+DF+FB больше AD+DB , а потому подавно больше дуги m.

Вообразим теперь, что число промежуточных точек, взятых на кривой s неограниченно увеличивается, и между каждыми двумя соседними точками постоянно проводят дуги больших кругов.

Тогда линия, составленная из этих дуг все увеличивается и постоянно остается больше дуги m.

Значит, и предел, к которому она стремится, должен быть больше m. А этот предел принимается за длину дуги s.

(Мы принимаем без доказательства, что предел кривой AEDFB, составленной из дуг больших кругов, существует, и что он не зависит от закона, по которому увеличивается число точек на кривой s).

Плоскость, касательная к шару.

443. Определение. Плоскость, имеющая с шаровой поверхностью только одну общую точку, называется касательной плоскостью.

Возможность существования такой плоскости доказывается следующей теоремой.

Теорема. Плоскость (P , черт. 355), перпендикулярная к радиусу (OA) в конце его, лежащем на поверхности шара, есть касательная.
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Черт. 355.

Возьмем на плоскости P произвольную точку B и соединим ее с центром O. 

Так как OB наклонная, а OA перпендикуляр к P , то OB>OA. Поэтому точка B не может лежать на шаровой поверхности.

Следовательно, у плоскости P есть одна общая точка A с шаровой поверхностью. Значит, эта плоскость касательная.

444. Обратная теорема. Касательная плоскость (P черт. 355) перпендикулярна к радиусу (OA), проведенному в точку касания.

Так как, по определению, точка A есть единственная общая у плоскости с шаровой поверхностью, то всякая другая точка плоскости лежит вне шаровой поверхности и, следовательно, дальше отстоит от центра, чем A.

Таким образом, прямая OA есть кратчайшее расстояние точки O от плоскости P , т.е. OA есть перпендикуляр к P.

Поверхность шара и его частей.
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Черт. 356.

445. Определения. 

Часть шаровой поверхности, заключенная между двумя параллельными секущими плоскостями (AA1 и BB1 черт.356), называется шаровым поясом или зоной.

Окружности сечений AA1 и BB1 называются основаниями, а

расстояние KL между параллельными плоскостями - высотой пояса.

Часть шаровой поверхности, отсекаемая какой-нибудь плоскостью (AA1) , называется сегментной поверхностью.
Окружность (AA1) есть основание, а

отрезок KM радиуса, перпендикулярного к плоскости сечения, есть высота сегментной поверхности.

Сегментную поверхность можно рассматривать, как частный случай пояса, а имеонно: если одна из параллельных плоскостей станет касательной к шару, тогда пояс обращается в сегментную поверхность.

Шаровой пояс и сегментную поверхность можно рассматривать, как поверхности вращения:

в то время, как полуокружность MABN, вращаясь вокруг диаметра MN описывает шаровую поверхность, часть ее AB опишет пояс, часть MA - сегментную поверхность.

446. Лемма. Боковая поверхность каждого из трех тел: конуса, усеченного конуса и цилиндра равна произведению высоты тела на длину окружности, у которой радиус есть перпендикуляр, восставленный к образующей из ее середины до пересечения с осью.
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Черт. 357.




Черт. 358.

1. Пусть конус образуется (черт. 357) вращением тр-ка ABС вокруг катета AС.

Если D есть середина образующей AB, то (422) :

бок. пов. конуса = 2( BC . AD   [1]

Проведя DE ( AB , получим два подобных треугольника ABС и ADE (они прямоугольные и имеют общий угол A). Из их подобия выводим:

BC : ED = AC : AD

откуда: 


BC . AD = ED . AC

Поэтому равенство [1] можно написать так:

бок. пов. конуса = 2( ED . AC

Что и требовалось доказать.

2. Пусть усеченный конус (черт. 358) производится вращением трапеции ABСD вокруг стороны AD.

Проведя среднюю линию EF трапеции, будем иметь (425,2) :

Бок. пов. ус. конуса = 2( EF . BC

[2]

Проведем EG(BC и BH((AD. Тогда получим два подобных треугольника EFG и BCH (стороны одного перпендикулярны сторонам другого). Из их подобия выводим.

EF : BH = EG : BC

откуда:  



EF . BC = BH . EG = AD . EG

Поэтому равенство [2] можно написать так

Бок. пов. ус. конуса = 2( EG . AD

Что и требовалось доказать.

3. Теорема остается верной и в применении к цилиндру, так как окружность, о которой говорится в теореме, равна окружности основания цилиндра.

447. Определение. За величину поверхности шарового пояса, образуемого вращением (черт. 359) какой-нибудь части (BE) полуокружности (ACF) вокруг диаметра    (AF) , принимают предел, к которому стремится поверхность, образуемая вращением вокруг того же диаметра правильной вписанной ломаной линии (BCDE), когда число ее сторон неограниченно удваивается.
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Черт. 359.

Это определение распространяется и на сегментную поверхность, и на шаровую поверхность. В последнем случае правильная ломаная линия вписывается в целую полуокружность.

448. Теорема. Сегментная поверхность, а также и поверхность шарового пояса, равна произведению окружности большого круга на высоту.
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Черт. 360.

Пусть в дугу AF (черт. 360) , производящую при вращении сегментную поверхность, вписана правильная ломаная линия ACDEF с произвольным числом сторон.

Поверхность, получающаяся от вращения этой ломаной состоит из частей, образуемых сторонами AC, СD, DE ... 

Эти части представляют собой боковые поверхности или конуса (от вращения AC) , или усеченного конуса (от вращения СD, FE ...), или цилиндра (от вращения DE, если DE((AB).

Поэтому мы можем применить к ним лемму 446. При этом заметим, что перпендикуляры, восставленные из середины образующих до пересечения с осью, равны апофеме ломаной линии.

Обозначив эту апофему через a, получим:

поверх. AC = 2(a . Aс
поверх. СD = 2(a . сd

поверх. DE = 2(a . de

……………………….

Сложив эти равенства почленно, найдем:

поверх. ACDEF = 2(a . Af
При неограниченном удвоении числа сторон вписанной ломаной апофема a стремится к пределу, равному радиусу шара R (так как разность между R и a меньше половины стороны вписанной ломаной), а прямая Af есть высота H поверхности. Поэтому:

сегментн. поверх.  = 2(RH
Доказательство, очевидно не изменится, если предположить, что ломаная линия вписана не в дугу AF , образующую сегментную поверхность, а в какую угодно дугу, например в СF, образующую шаровой пояс.

449. Теорема. Поверхность шара равна произведению окружности большого круга на диаметр.

или

поверхность шара равна учетверенной площади большого круга.

Поверхность шара, производимую вращением полуокружности ADB (черт.360), можно рассматривать , как сумму поверхностей, образуемых вращением дуг AD и DB. Поэтому, согласно предыдущей теореме , можем написать:

пов. шара = 2(R . Ad + 2(R . dB = 2(R(Ad + dB) = 2(R . 2R =4(R2
450. Следствие. Поверхности шаров относятся как квадраты радиусов или диаметров, потому что , обозначая через R и R1 радиусы, а через S и S1 поверхности двух шаров , будем иметь:

S : S1 = 4(R2 : 4(R12 = R2 : R12 = (2R2) : (2R12)

451. Замечания.

1. Если бы вместо того, чтобы в дугу AF (черт.360) вписывать правильную ломаную линию, мы описали около нее правильную ломаную, то совершенно так же доказали бы, что предел поверхности, образуемой этой ломаной равен 2(RH.

Таким образом, поверхность шарового пояса, сегментной поверхности и целого шара можно рассматривать, как общий предел поверхностей, образуемых вращением правильных ломаных линий, как вписанных, так и описанных.
2. В предыдущих параграфах ломаные линии предполагаются правильными только ради упрощения доказательства.

Объем шара и его частей.
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Черт. 361.

452. Определения. 

Тело, получаемое от вращения (черт.361) кругового сектора (СOD) вокруг диаметра (AB), не пересекающего его поверхности, называется шаровым сектором.

Это тело ограничено боковыми поверхностями двух конусов и поверхностью шарового пояса; последняя поверхность называется основанием шарового сектора.

В частном случае один из радиусов кругового сектора может совпадать с осью вращения. Например, сектор AOС, вращаясь вокруг AO, производит шаровой сектор OСAC1, ограниченный боковой поверхностью конуса и сегментной поверхностью.

Часть шара, заключенная между параллельными плоскостями (EE1 и FF1), называется шаровым слоем.

Круги параллельных сечений есть основания слоя, а расстояние уа между ними - его высота.

Часть шара (BF1F), отсекаемая какой-нибудь плоскостью (FF1), называется шаровым сегментом.

Круг сечения есть основание сегмента, а отрезок Bf радиуса, перпендикулярного к основанию, есть высота сегмента.

Шаровой сегмент представляет собой частный случай шарового слоя, а именно: если одна из параллельных плоскостей станет касательной к шару, то слой обратится в шаровой сегмент.

Шаровой слой и сегмент можно рассматривать, как тела вращения: когда полукруг ADB (черт.361) производит своим вращением шар, часть его EefFпроизводит слой, а часть fFB - шаровой сегмент.
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Черт. 362.

453. Лемма. Если тр-к ABС (черт.362) вращается вокруг оси xy, которая лежит в плоскости тр-ка и проходит через его вершину A, но не пересекает его поверхности, то объем тела, получаемого при этом вращении, равен произведению поверхности, образуемой противоположной стороной BC, на одну треть высоты h, опущенной на эту сторону.

При доказательстве рассмотрим три случая.

1. Ось совпадает со стороной AB (черт. 363).
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Черт. 363.

В этом случае искомый объем равен сумме объемов двух конусов, получаемых вращением прямоугольных тр-ков BCD и DСA. 

Первый объем равен   1/3(СD2 .  DB ,   а второй    1/3(СD2 . DA
Поэтому:

	Об. ABС =
	1

3
	(СD2(DB + DA)=
	1

3
	(DС . DС . BA


Призведение DС . BA равно BC . h , так как каждое из этих произведений выражает двойную площадь тр-ка ABС. Поэтому:

	Об. ABС =
	1

3
	(DС . BC . h


Но произведение ( DС . BC равно боковой поверхности конуса BDС. Значит:

	Об. ABС = (пов. BC)
	1

3
	  h


2. Ось не совпадает с AB и не параллельна BC (черт. 364)
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Черт. 364.

В этом случае искомый объем равен разности объемов, производимых вращением тр-ков    AMС   и    AMB.
По доказанному в первом случае объем AMС = 1/3 h(пов. MС) , а объем AMB = 1/3 h(пов. MB) . Следовательно

	Об. ABС =
	1

3
	 h(пов.MС - пов.MB)=
	1

3
	 h( пов.BC )


3. Ось параллельна стороне BC (черт. 365).
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Черт. 365.

Тогда искомый объем равен объему DEBC без объема AEB и без объема ACD.

Первый из них равен  (DС2 . ED , второй 1/3 ( EB2 . EA и третий 1/3 ( DС2 . AD .

Приняв теперь во внимание, что EB = DС, получим:

	Об. ABС =  (DС2  (ED -
	1

3
	EA -
	1

3
	AD) =


	 =  (DС2  (ED -
	1

3
	ED)  =
	2

3
	(DС2 . ED


Произведение   2(DС . ED выражает боковую поверхность цилиндра, производимую стороной BC. Поэтому:

	Об. ABС = (пов.BC)
	1

3
	DС = (пов. BC)
	1

3
	h 


454.Теорема. Объем шарового сектора равен произведению поверхности его основания на треть радиуса.
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Черт. 366.

Пусть шаровой сектор производится вращением вокруг диаметра EF (черт.366.) сектора AOD. Доказательство расположим в следующей последовательности:

1. Впишем в дугу AD правильную ломаную линию ABCD с произвольным числом сторон и затем опишем около нее соответствующую ломаную A1B1С1D1.

Многоугольные секторы OABCD и OA1B1С1D1  произведут при вращении некоторые тела, объемы которых обозначим: первого через V1, а второго через V2 .

Объем V1 есть сумма объемов, получаемы вращением тр-ков OAB, OBC, OСD вокруг оси EF.

Объем V2 есть сумма объемов, получаемых вращением вокруг той же оси тр-ков OA1B1, OB1С1, OС1D1.

Применим к этим объемам лемму предыдущего параграфа, причем заметим, что высоты первых тр-ков равны апофеме a вписанной ломаной, а высоты вторых треугольников равны радиусу R шара. Согласно этой лемме будем иметь:

	V1= пов.(AB)
	a

3
	+ пов.(BC)
	a

3
	+пов.(СD)
	a
3
	=(пов.ABCD)
	a

3


	V2= пов.(A1B1 )
	R

3
	+ пов.(B1С1)
	R

3
	+пов.(С1D1)
	R

3
	=(пов.A1B1С1D1)
	R

3


2. Вообразим теперь, что число сторон обеих ломаных неограниченно удваивается. При этом условии ABCD и A1B1С1D1 стремятся к общему пределу, именно к поверхности шарового пояса AD, а апофема a имеет пределом радиус R, следовательно:

	пред.V1= (пов. AD)
	R

3
	= пред .V2


3. Теперь докажем, что общий предел объемов V1 и V2 есть объем V  шарового сектора OAD.

Очевидно, что V>V1 и V2>V. Значит каждая из разностей V-V1 и V2-V меньше разности V2-V1.

Так как , по доказанному, объемы V2 и V1 стремятся к общему пределу, то разность V2-V1 стремится к нулю. Следовательно, разности V-V1 и V2-V   подавно стремятся к нулю. 

А это значит, что      V = пред.V1 = пред.V2
	Но было доказано , что     пред.V1= (пов. AD)
	R

3


	Значит:   V= (пов. AD)
	R

3


Замечания.

1. Теорема и ее доказательство не зависят от того, будет ли один из радиусов кругового сектора совпадать с осью вращения или нет.

2. Вписанная ломанная ABCD предполагалась правильной только ради упрощения доказательства.

455. Теорема. Объем шара равняется произведению его поверхности на треть радиуса.
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Черт. 367.

Разбив полукруг ABCD (черт. 367), производящий шар, на какие-нибудь секторы AOB, BOС, СOD , мы заметим, что объем шара можно рассматривать, как сумму объемов этих секторов. Так как, согласно предыдущей теореме:

Объем AOB = (пов. AB)1/3R
Объем BOС = (пов. BC)1/3R
Объем СOD = (пов.СD)1/3R         ,   то

объем шара = (пов. AB + пов. BC + пов.СD)1/3R  = (пов.ABCD)1/3R
456. Следствие. Обозначим высоту шарового пояса или сегмента через H, радиус шара через R, а диаметр через D.

Тогда поверхность пояса или сегмента выразится, как мы видели (448) , формулой 2(RH , а поверхность шара (449) формулой 4(R2 ,поэтому:

Об. шарового сектора = 2(RH . 1/3 R = 2/3 (R2H  

Об. шара = 4(R2 . 1/3 R = 4/3 (R3 = 4/3 ((D/2)3 = 1/6 (D3
Отсюда видно, что объемы шаров относятся, как кубы их радиусов или диаметров.

457. Теорема. Объем шарового сегмента равен объему цилиндра, у которого радиус основания есть высота сегмента, а высота равна радиусу шара, уменьшенному на треть высоты сегмента, т.е.

V = (H2(R – 1/3H) ,

где H есть высота сегмента, а R радиус шара.

[image: image29.jpg]







Черт. 368.

Объем сегмента ABB1 (черт.368) найдется, если из объема шарового сектора OBAB1 вычтем объем конуса OBB1.

Первый из них равен    2/3(R2H ,    а второй    1/3(СB2 . СO .

Так как СB есть средняя пропорциональная между AC и СD , то

СB2 = H(2R – H)  ,     поэтому

СB2 . СO = H(2R – H) (R – H) = 2R2H- R H2 – 2RH2 + H3 = 2R2H –3R H2 + H3
Следовательно  , об.ABB1 = об.OBAB1 - об. OBB1 =

	= 
	2

3
	(R2H   - 
	1

3
	(СB2 . СO     =


	= 
	2

3
	(R2H   - 
	2

3
	(R2 . H + (RH2  -
	1

3
	(H3 =
	(H2 ( R  - 
	1

3
	H) 


458. Теорема. Объем шарового слоя равен объему шара, имеющего  диаметром высоту слоя, сложенному с полусуммой объемов двух цилиндров, у которых высота равна высоте слоя, а основания: у одного нижнее, у другого верхнее основание слоя, т.е.

	V =
	1

6
	(H3 +
	1

2
	((r12 + r22)H


где H -высота слоя, а r1 и r2 радиусы оснований слоя.
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Черт. 369.

Предварительно найдем объем, получаемый вращением вокруг диаметра AF (черт. 369) кругового сегмента BC (покрытого на чертеже штрихами).

Этот объем есть разность между объемом шарового сектора OBC и объемом тела, получаемого вращением тр-ка OBC.

Первый равен    2/3(R2H ,   а второй

	(пов.BC)
	1

3
	OE =  (2(OE . H)
	1

3
	OE   =
	2

3
	(OE2H


Следовательно, объем от вращения сегмента выражается так:

	2

3
	(H(R2 - OE2) =
	2

3
	(H . СE2 =
	2

3
	(H .  
	1

4
	BC2 =    
	1

6
	(  BC2 . H 


Чтобы получить объем слоя, достаточно к найденному объему приложить объем усеченного конуса BB1С1С.

Поэтому объем слоя выразится так:

	1

6
	(  BC2 . H +
	1

3
	((Сa2 + Bb2 +Сa . Bb)H =
	1

6
	(H (BC2+ 2Сa2 +2Bb2 +2Сa . Bb)


Проведя BD(Сa , будем иметь:

BC2 = BD2 + СD2 = H2+(Сa - Bb)2= H2+Сa2 +Bb2 - 2 Сa . Bb
Подставив это выражение в предыдущую формулу, найдем:

	об. слоя =
	1

6
	( H(H2+3Сa2 +3Bb2) =
	1

6
	(H3 + 
	1

2
	( (Сa2 +Bb2)H 


или, обозначая Сa через r1 , а Bb через r2 :

	об. слоя =
	1

6
	(H3 + 
	1

2
	( (r12 +r22)H 


Приняв в этой формуле r2 = 0 , получим другое выражение для объема шарового сегмента:

	об. сегм. =
	1

6
	(H3 + 
	1

2
	( r12 H 


___________

ЗАДАЧИ.

353. Объем цилиндра, у которого высота вдвое больше диаметра, равен 1м3.Вычислить его высоту.

354. Диаметр основания цилиндра = 16 см, а его полная поверхность содержит 1546 см2 Вычислить высоту этого цилиндра.

355. Найти вес железной цилиндрической трубки, внутренний диаметр которой 17см, внешний диаметр 18см, а длина 74 см . Удельный вес железа 7,7  .

356. В сосуд, имеющий форму конуса, обращенного вершиной вниз, вливают 345г ртути. Зная, что угол при вершине конуса равен 60 0  , а уд вес ртути 13,596, вычислить высоту, до которой налита в сосуд ртуть.

357. Вычислить боковую поверхность и объем усеченного конуса, у которого радиусы оснований 27 и 18 см, а образующая 21 см.

358. На каком расстоянии от центра шара, радиус которого равен 2,425 м, следует провести секущую плоскость, чтобы отношение поверхности меньшего сегмента к боковой поверхности конуса, имеющего общее с сегментом основание, а вершину в центре шара, равнялось 7:4 .

359. Найти объем тела, происходящего от вращения правильного 6-ти угольника со стороной a вокруг одной из своих сторон.

360. Вычислить радиус шара, описанного около куба, ребро которого равно 1м.

361. Железный пустой шар, внешний радиус которого = 0,154 м, плавает в воде, погружаясь в нее на половину. Вычислить толщину этого шара, зная, что удельный вес железа равен 7,7.

362. Вычислить объем тела, происходящего от вращения правильного треугольника со стороной a вокруг оси, проходящей через его вершину и параллельной противоположной стороне.

363. Дан равносторонний (ABС со стороной a . На BC строят квадрат BCDE, располагая его в противоположную сторону от треугольника. Вычислить объем тела, происходящего от вращения 5 - угольника ABEDС вокруг стороны AB.

364. Дан квадрат ABCD со стороной a . Через вершину A проводят прямую AR, перпендикулярную к диагонали AC, и вращают квадрат вокруг AR. Вычислить поверхность, образуемую периметром квадрата, и объем, образуемый площадью квадрата.

365. Дан правильный 6-угольник ABСDEF со стороной a . Через вершину A проводят прямую AR, перпендикулярную к радиусу OA, и вращают 6-угольник вокруг AR. Вычислить поверхность, образуемую периметром, и объем, образуемый площадью правильного 6-угольника.

366. В шаре, радиус которого равен 2, просверлено цилиндрическое отверстие вдоль его диаметра. Вычислить объем оставшейся части, если радиус цилиндрического отверстия равен 1.

ПРИЛОЖЕНИЕ.

Главнейшие методы решения геометрических задач на построение.

1. Метод геометрических мест, известный еще со времен Платона (IV века до н.э.), состоит в следующем.

Предположим, что решение предложенной задачи сводится к нахождению некоторой точки, которая должна удовлетворять известным условиям.

Отбросим из этих условий какое-нибудь одно. Тогда задача станет неопределенной, т.е. ей может удовлетворять бесчисленное множество точек. Эти точки составляют некоторое геометрическое место.

Построим его, если это окажется возможным.

Затем примем во внимание отброшенное нами условие и откинем какое- нибудь другое. Тогда задача будет снова удовлетворяться бесчисленным множеством точек, которые составят новое геометрическое место. Построим его, если это возможно.

Искомая точка, удовлетворяя всем условиям, должна лежать на обоих геометрических местах, т.е. она должна находиться в их пересечении.

Задача окажется возможной или невозможной, смотря по тому, пересекаются или нет найденные геометрические места. И задача будет иметь столько решений, сколько окажется точек пересечения.

Приведем на этот метод один пример, который вместе с тем покажет нам, как иногда приходится вводить в чертеж вспомогательные линии с целью принять во внимание все данные условия задачи.

Задача. Построить треугольник по основанию a, углу при вершине A и сумме s боковых сторон.
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Черт. 370.

Пусть ABC будет искомый треугольник.

Чтобы принять во внимание данную сумму боковых сторон, продолжим BA и отложим BM = s . Проведя MС, получим вспомогательный треугольник BMС. Если мы построим этот треугольник, то потом легко построим и треугольник ABC.

Построение тр-ка BMС сводится к нахождению точки M.

Заметив, что (AMС равнобедренный (AM=AС) и, следовательно (M=1/2A (т.к. (M+(С=(A), мы видим, что точка M должна удовлетворять двум условиям:

1) она удалена от B на расстояние s,

2) из нее данная конечная прямая BС видна под углом , равным 1/2A.

Отбросив второе условие, мы получим бесчисленное множество точек M, лежащих на окружности, описанной из B радиусом, равным s.

Отбросив первое условие, мы получим также бесчисленное множество точек M, лежащих на дуге сегмента, построенного на BС и вмещающего угол равный 1/2A.

Таким образом, нахождение точки M сводится к построению двух геометрических мест, из которых каждое мы построить умеем.

Задача окажется невозможной, если эти геометрические места не будут иметь общих точек.

Задача будет иметь одно или два решения, смотря по тому, касаются ли , или же пересекаются эти места (на нашем чертеже дуга сегмента пересекается с окружностью. Вследствие этого получаются два тр-ка ABC и A1BС, удовлетворяющие условиям задачи).

______

Иногда задача сводится не к определению точки, а нахождению прямой, удовлетворяющей нескольким условиям.

Если отбросим одно из условий, то получим бесчисленное множество прямых. При этом может случиться, что эти прямые определяют некоторую линию (например, все они будут касательными к некоторой окружности).

Отбросив другое условие и приняв во внимание то, которое было откинуто ранее, мы получим снова бесчисленное множество прямых, которые, быть может , определяют некоторую другую линию. 

Построив , если возможно, эти две линии, мы затем легко найдем искомую прямую.

Пусть, например нам предложена задача: провести секущую к двум данным окружностям О и О1 так, чтобы части секущей, заключенные внутри окружностей, равнялись соответственно данным длинам а и а1 .

Если возьмем только одно условие, например, чтобы часть секущей, лежащая внутри круга О равнялась а , то получим бесчисленное множество секущих, которые все должны быть одинаково удалены от центра этого круга (т.к. равные хорды одинаково удалены от центра). 

Поэтому, если в круге О где- нибудь построим хорду, равную а , и затем радиусом равным расстоянию этой хорды от центра, опишем окружность концентрическую с О, то все секущие, о которых идет речь, должны касаться этой вспомогательной окружности.

Подобным образом, приняв во внимание только второе условие, мы увидим, что искомая секущая должна касаться второй вспомогательной окружности, концентрической с О1. 

Значит, вопрос сводится к построению общей касательной к двум окружностям.

Кроме тех геометрических мест, которые указана в тексте этой книги (63, 98, 162, 200), полезно заметить еще следующие (доказательство предоставляем самим учащимся):

1. Геометрическое место точек, делящих в данном отношении отрезки параллельных прямых, заключенные между сторонами данного угла, есть прямая, проходящая через вершину угла и какую-нибудь одну из этих точек.

2. Геометрическое место точек, расстояние которых от сторон данного угла находится в данном отношении, состоит из двух прямых, проходящих через вершину угла , и из которых одна лежит внутри угла, а другая вне его.

3. Геометрическое место точек, делящих в данном отношении все равные хорды данной окружности, есть окружность, концентрическая с данной.

4. Геометрическое место точек, из которых касательные, проведенные к данной окружности, имеют данную длину, есть окружность, концентрическая с данной.

5. Геметрическое место точек, квадраты расстояний которых от двух данных точек А и В имеют постоянную сумму, есть окружность, центр которой лежит в середине прямой АВ (доказательство основывается на чертеже параграфа 212).

6. Геометрическое место точек, квдраты расстояний которых от двух данных точек А и В имеют постоянную разность, есть прямая, перпендикулярная к АВ.

7. Геометрическое место точек, сумма расстояний которых от сторон данного угла постоянна, есть лежащий внутри угла отрезок прямой, отсекающий от угла равнобедренный треугольник. Продолжения этого отрезка (в обе стороны) представляют геометрическое место точек, для которых разность расстояний от сторон угла постоянна.

8. Геометрическое место точек, делящих в данном отношении хорды, проведенные из одной точки А данной окружности, есть окружность, касательная к данной в точке А.
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Черт. 371.

9. Если из данной точки О  (черт. 371) к различным точкам А, А1, А2, ... какой-нибудь фигуры F проведем прямые ОА, ОА1, ОА2... и на каждой из них отложим части Оа, Оа1, Оа2 ... такие, что

Оа : ОА = Оа1 : ОА1 = Оа2 : ОА2=…

то геометрическое место точек а, а1, а2 ... есть фигура f, подобная фигуре F и одинаково с ней расположенная относительно точки О.

Таким образом, если фигура F есть прямая, то и f есть прямая параллельная F. Если F - многоугольник, то и f - многоугольник, подобный F и одинаково с ним расположенный. Если F есть окружность, то и f - окружность.

Когда пропорциональные части Оа, Оа1, Оа2 ... откладываются на продолжениях линий ОА, ОА1, ОА2... (за точку О) , то получается тоже подобная фигура, но раположенная наоборот относительно точки О.

Заметим, что точка О в этих случаях называется центром подобия фигур F и f, 

точки А и а, А1 и а1 и т.д. называются сходственными точками, 

а прямые ОА, ОА1 ... - лучами подобия.

2. Метод подобия. Он состоит в том, что пользуясь некоторыми данными задачи, строят сначала фигуру, подобную искомой, а затем переходят к последней.

Этот метод особенно удобен тогда, когда только одна данная величина есть длина, а все прочие - или углы, или отношения линий.

Таковы, например, задачи:

Построить треугольник по данному углу, стороне и отношению двух других сторон, или 

по двум углам и длине некоторой прямой (высоте, медиане, биссектрисе и т.п.).

Построить квадрат по данной сумме или разности между диагональю и стороной и т.п.

В этих задачах положение искомой фигуры остается произвольным. Но во многих вопросах требуется построить фигуру, положение которой относительно данных точек или линий вполне определено. При этом может случиться, что отрешившись от какого-нибудь    одного из условий положения и оставив все остальные, мы получим бесчисленное множество фигур, подобных искомой. В таком случае метод подобия может быть употреблен с пользой. Приведем пример.

Задача. В данный угол ABC вписать окружность, которая проходила бы через данную внутри угла точку M (черт. 372).
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Черт. 372.

Отбросим на время требование, чтобы окружность проходила через точку M. Тогда вопросу удовлетворяет бесчисленное множество окружностей, центры которых лежат на биссектрисе BD.

Построим одну из таких окружностей, например, ту, центр которой о . Возьмем на ней точку m, сходственную точке M, т.е. лежащую на луче подобия MB, и проведем радиус mo. Если теперь построим MO(( mo, точка O будет центром искомого круга.

Действительно, проведя к стороне AB перпендикуляры ON и on, мы получим подобные треугольники MBO и mBo, NBO и nBo , из которых будем иметь:

MO : mo = BO : Bo

NO : no = BO : Bo

Откуда


MO : mo = NO : No

Но mo = no. Следовательно,  и MO = NO , т.е. окружность, описанная из центра O радиусом OM, касается стороны AB.   А так как ее центр лежит на биссектрисе угла, то она касается и стороны BС.

Если за сходственную точку возьмем другую точку m1 пересечения луча MB с окружностью о , то найдем другой центр O1 искомого круга. Следовательно, задача допускает два решения.

3. Метод параллельного переноса. Весьма часто бывает полезно переместить некоторые части данной искомой фигуры в другое положение, при котором легче обнаружить зависимость между данными элементами и искомыми. Существуют различные приемы такого перемещения. Рассмотрим сначала параллельный перенос.

Задача. Построить четырехугольник ABCD (черт. 373), зная все его стороны и прямую EF, соединяющую середины противоположных сторон AB и СD.
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Черт. 373.

Чтобы сблизить между собой данные линии, перенесем параллельно самим себе стороны AD и BС в положение ED1 и EС1 .Тогда прямая DD1 будет равна и параллельна AE, а прямая СС1 равна и параллельна EB.

Но так как AE=EB , то DD1=СС1  и DD1((СС1. Вследствие этого треугольники DD1F и СС1F будут равны, так как у них : DD1=СС1, ВF=СF и (D1DF=FСС1 ). 

Значит, (D1FD = (СFС1, и потому линия D1С1 должна быть прямая, т.е. фигура ED1FС1 окажется треугольником.

В этом треугольнике известны две стороны (ED1=AD и EС1=BС) и медиана EF, проведенная к третьей стороне.

По этим данным легко построить треугольник (если продолжим медиану EF за точку F на длину, равную ей, и полученную точку соединим с D1 и С1, то получим параллелограмм, у которого известны стороны и одна диагональ).

Найдя (ED1С1, строим затем тр-ки D1DF и С1СF, а затем и весь четырехугольник ABCD.

Заметим, что иногда бывает полезно перенести параллельно данному направлению целую фигуру, например , окружность. В этом случае все точки перемещаемой фигуры описывают параллельные и равные прямые (см. напр. задачу 383  ).

4.Метод вращения вокруг точки. Для уяснения этого особенного вида переноса приведем следующий пример:

Задача. Даны по положению точка С (черт.374) и две бесконечные прямые a и b. Построить треугольник ABC, одна вершина которого была бы в С, а две другие лежали бы на прямых a и b, и который, кроме того был бы подобен данному треугольнику (не помещенному на чертеже).
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Черт. 374.

Пусть задача решена.

Заметив, что углы искомого треугольника даны, обозначим один из них, который находится при точке С через ω . Повернем всю фигуру вокруг точки С в направлении, указанном стрелкой на угол ω и найдем положение, которое займет после вращения прямая a.

Для этого достаточно опустить на a перпендикуляр СD , затем повернуть его на угол ω в положение СD1 и провести через D1 прямую a1 перпендикулярную к СD1. Прямая a1 и будет то положение, которое займет после вращения прямая a.

Так как при вращении все части фигуры поворачиваются на один и тот же угол, то СA, после вращения, пойдет по СB, вследствие этого точка A упадет в A1,  т.е. в точку пересечения СB с a1 .

Так как отношение СA к СB или, все равно , отношение СA1 к СB дано (пусть это будет m:n) , то теперь вопрос сведен к тому, чтобы через точку С провести такую прямую СA1 , которая пересекалась бы с прямыми b и a1 в точках B и A1, удовлетворяющих пропорции:

СA1 : СB = m:n

Чтобы провести такую прямую, достаточно разделить СD1 в некоторой точке x так, чтобы СD1 : Сx = m:n , и через точку деления провести прямую, параллельную a1 . Пересечение этой прямой с b определит точку B.

5. Метод вращения вокруг прямой (или метод симметрии).

Иногда прием построения легко обнаруживается, если перегнем часть чертежа вокруг некоторой прямой так, чтобы эта часть заняла симметричное положение по другую сторону от этой прямой. Приведем пример.

Задача. На бесконечной прямой AB (черт. 375) найти точку x, чтобы сумма ее расстояний от данных точек M и N была наименьшая.
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Черт. 375.

Если, перегнув чертеж вокруг AB, приведем точку M в симметричное относительно AB положение M1, то расстояние точки M от какой угодно прямой AB станет равным расстоянию точки M1 от той же прямой AB. Поэтому суммы Mx+xN; Mx1+x1N..., равны соответственно суммам M1x+xN, M1x1+x1N...   . Но из последних сумм наименьшая будет та, при которой линия M1чТ окажется прямой.  Отсюда становится ясным прием построения.

То же самое построение решает и другую задачу: на прямой AB найти такую точку x, чтобы прямые xM и xN, проведенные от нее к данным точкам M и N, составляли с AB равные углы.

6. Метод обратности. Иногда бывает полезно, так сказать перевернуть задачу, т.е. данные условия задачи взять за искомые и наоборот. Примером служит следующая задача.

Задача. В данный треугольник ABC вписать другой треугольник, у которого стороны были бы параллельны сторонам другого данного треугольника MNP.

Перевернем вопрос: опишем около тр-ка MNP другой тр-к A1B1С1 , у которого стороны были бы параллельны сторонам тр-ка ABC (что, конечно, легко выполнить). Тогда мы получим фигуру, подобную искомой. Разделив затем какую-нибудь сторону тр-ка ABC на две части пропорциональные отрезкам сходственной стороны тр-ка A1B1С1 , мы получим одну из вершин искомого тр-ка.

7. Алгебраический метод. Сущность этого метода, а также и примеры задач, решаемых им, были указаны ранее (223,224 и задачи 230, 231, 285, 288, 289, 290, 291, 292, 293) Здесь полезно сделать замечание об однородности уравнений, получаемых при решении геометрических задач.

Просматривая все выражения, известные из геометрии, для вычисления различных линий, площадей и объемов, мы замечаем, что 

первые - одного измерения, т.е. содержат только один буквенный множитель, выражающий какую-нибудь линию (например, выражение r(3 для стороны правильного вписанного треугольника), 

вторые - двух измерений (например, выражение для площади круга (r2 , где ( есть отвлеченное число, а r и r буквенные множители), 

третьи - трех измерений (например,  выражение для объема конуса 1/3 (r2h , куда входят три буквенных множителя r, r и h). 

Отношения двух линий, двух площадей или двух объемов, выражаются, очевидно, дробями, у которых числитель и знаменатель имеют одинаковое измерение.

Заметив это, примем во внимание, что всякое уравнение есть равенство двух выражений. Следовательно, в геометрическом смысле оно представляет собой или равенство линий, или равенство площадей, или равенство объемов, или же, наконец, равенство отношений. 

Когда уравнение, составленное при решении геометрической задачи, выражает равенство линий, обе его части должны быть одного измерения. Когда оно выражает равенство площадей, его части должны быть двух измерений и т.д.

Следовательно, во всех случаях полученное уравнение должно быть однородным. Однородность, очевидно, не нарушится и после преобразования уравнения.

Сказанное, впрочем, верно только при том условии, если ни одна из линий, входящих в уравнение не принята за единицу. В противном случае однородность нарушается. Например, уравнение x2= (r2 , выражающее равенство между площадями искомого квадрата и данного круга, обращается в неоднородное ( x2= () , когда радиус данного круга принят за 1.

________

Примеры задач, решаемых этими методами.

1. Метод геометрических мест.

367. Построить четырехугольник ABCD, около которого можно было бы описать окружность, зная его стороны AB и BС, диагональ AС и угол между диагоналями.

368. Построить треугольник по основанию, углу при вершине и сумме или разности квадратов двух других сторон (например, основание a, угол при вершине A и сумма квадратов боковых сторон k2).

369. Около равностороннего треугольника описать квадрат так, чтобы обе фигуры имели общую вершину.

370. Найти точку, из которой три отрезка данной прямой AB, BС и СD были бы видны под равными углами.

371. Внутри треугольника найти такую точку, расстояния которой до сторон треугольника относились бы между собой, как 6:3:2.

372. Найти точку, из которой три данных круга были бы видны под равными углами (указание: надо сначала найти геометрическое место точек, из которых два данных круга видны под равными углами).

373. Дана окружность и какие-нибудь две прямые. Найти на окружности такую точку, чтобы сумма ее расстояний от этих прямых была наименьшей.

374. Превратить данный треугольник в равновеликий другой треугольник с данным основанием и с данным углом при вершине.

375. В данной окружности провести две хорды данной длины так, чтобы они пересекались под данным углом и одна из них проходила через данную точку.

2. Метод подобия.

376. Построить треугольник по углу при вершине, высоте и отношению отрезков, на которое основание делится высотой.

377. Вписать квадрат: 1) в данный треугольник; 2) в данный сектор; 3) в данный сегмент.

378. Через данную точку провести прямую таким образом, чтобы три данные прямые, исходящие из одной точки, отсекали от искомой прямой отрезки, находящиеся в данном отношении.

379. Через данную точку A окружности провести хорду AD, которая пересекалась бы с данной хордой BС в такой точке E, чтобы прямые DE и DС находились в данном отношении.

380. Провести внутри треугольника прямую, параллельную основанию, так, чтобы эта прямая была средней пропорциональной между отрезками одной боковой стороны.

381. Построить равнобедренный треугольник, зная его боковую сторону и сумму высоты с основанием.

382. На данной прямой найти такую точку, чтобы ее расстояния от данной точки и другой данной прямой находились в данном отношении.

3. Метод параллельного переноса.

383. Между двумя данными окружностями провести прямую данной длины a параллельно данной прямой MN.

(Указание: надо один круг приблизить к другому, перенеся его параллельно прямой MN на расстояние a ).

384. В круге даны две хорды AB и СD . Найти на окружности такую точку x, чтобы прямые xA и xB отсекали от хорды СD отрезок, равный данной длине (метод параллельного переноса и геометрических мест).

385. В данном тр-ке ABC найти такие точки: x на стороне AB и y на стороне BС, чтобы прямая xy была данной длины и, кроме того, отношение Ax : Сy было бы данное (параллельный перенос и метод подобия).

386. Построить трапецию по одному ее углу, двум диагоналям и средней линии.

387. Построить четырехугольник по трем сторонам a, b, с и двум углам α и β , прилежащим к неизвестной стороне.

388. К двум данным кругам провести общую секущую, параллельную данной прямой, так, чтобы сумма или разность хорд, определяемых точками пересечения , была равна данной длине.

389. С корабля видны два маяка, положение которых на карте известно, под данным углом. Когда корабль прошел известную длину в данном направлении, те же самые маяки видны под другим данным углом. Определить на карте место корабля (геометрическое место и параллельный перенос).

4. Метод вращения вокруг точки.

390. Построить треугольник подобный данному треугольнику так, чтобы одна его вершина лежала в данной точке A , а две другие вершины находились бы на данных окружностях O и O1 (одна на O, другая на O1).

391. Дан круг и вне его две точки A и B. Провести к кругу касательную так, чтобы расстояния точки A до этой касательной и до перпендикуляра, опущенного из B на касательную, были в данном отношении.

(Указание: надо повернуть вокруг точки A на 900 прямоугольный треугольник, у которого гипотенуза - AB, а один катет - расстояние точки A до перпендикуляра, опущенного на касательную из точки B. Эту же задачу можно решить при помощи одновременного пользования методом подобия и методом геом. мест).

392. Построить треугольник, стороны которого были бы пропорциональны числам 3, 4 и 5, и вершины которого лежали бы на трех данных параллельных прямых.

5. Метод вращения вокруг прямой.

393. Построить по четырем сторонам четырехугольник ABCD, зная что его диагональ AС делит угол A пополам.

394. Конечная прямая AB пересечена в точке С прямой MN. Найти на MN  такую точку, из которой отрезки AС и BС видны под равными углами (эту задачу можно также решить методом геом. мест).

395. Построить квадрат, две противоположные вершины которого находились бы на двух окружностях, а две другие на данной прямой, расположенной между окружностями.

396. На прямоугольном бильярде дано положение двух шаров A и B. В каком направлении надо толкнуть шар A, чтобы он, отразившись последовательно от всех четырех бортов, ударил затем шар B ?

397. Дан угол и внутри его точка. Построить треугольник наименьшего периметра такой, чтобы одна его вершина лежала в данной точке, а две другие на сторонах угла.

398. Решить методом симметрии задачу, которая выше была решена методом подобия: в данный угол вписать окружность, которая проходила бы через точку, данную внутри угла.

6. Метод обратности.

399. В данный сектор вписать тр-к, равный данному треугольнику.

400. Построить тр-к, равный данному тр-ку так, чтобы его вершины лежали на трех данных прямых, исходящих из одной точки.

401. Построить тр-к, подобный данному тр-ку так, чтобы его вершины лежали на трех данных концентрических окружностях.

402. В данный тр-к вписать тр-к, подобный другому данному тр-ку так, чтобы одна из его вершин лежала в точке, данной на основании.
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